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1 Ableitung und Ableitungsregeln

Hohe h (in m)
1200+
Der Graph zeigt die Hohe h (in m) einer Ra-
kete Uiber dem Erdboden in Abhangigkeit von 10004
der Zeit t (in s) seit dem Start.
Bestimmen Sie die mittlere Geschwin- 800
digkeit der Rakete in den Zeitintervallen
[5; 15], [5; 10] und [5; 7,5]. 600 -
Erldutern Sie, wie Sie die momentane
Geschwindigkeit der Rakete zu einem vor- 400+
gegebenen Zeitpunkt bestimmen kdnnen.
Wie grof ist diese 10s nach dem Start? 200
Wodurch unterscheiden sich mittlere und
momentane Geschwindigkeit? 0 _:3 10

| Zeit t (ins)
5 20 25 30

Mithilfe von Funktionen kann man Abhangigkeiten zwischen Gréf3en beschreiben. Wenn man
sich fiir das Anderungsverhalten solcher Gréfien interessiert, kann man dieses mithilfe der Ablei-

tungsfunktion untersuchen.

Ist eine Funktion f mit der Definitionsmenge Ds gegeben, so beschreibt der Differenzenquoti-

ent fl@a+ hr: - f(a)

dieser Differenzenquotient fiir h — 0 gegen einen festen Wert, so nennt man die Funktion f
differenzierbar an der Stelle a. Der Grenzwert heif3t Ableitung von f an der Stelle a und man

schreibt dafir f'(a).

Definition Grafische Interpretation

das Anderungsverhalten von f in einem Bereich um die Stelle a€D;. Strebt

f@a+h) --Y _____________ Sekante
f@+h) - ()
f@+-----
Differenzenquotient: o
fa+h -fla) | : p
' : H X
0 é a ; h \
Steigung der Sekante durch
P(alf(a) und Q(a+h|f(a+h)): w
Tangente
Ableitung:
f(a) = lim f@+h-f®
h—0 h

Eine Gerade mit der Steigung f'(a) durch P(a|f(a))
nennt man Tangente an den Graphen von f in P.

Den Differenzenquotien-

ten kann man auch in der
fx) -f@
X

Form schreiben.

Den Grenzwert bildet
man dann fiir x - a.

Bedeutung im
Anwendungskontext

mittlere Anderungsrate
von f im Intervall
= [a; at h]

momentane Anderungs-

rate von f an der Stelle a limes (lat.): Grenze

Die Ableitungsfunktion f' ist diejenige Funktion, die jeder Stelle x €Dy, an der f differenzierbar
ist, den Wert f'(x) zuordnet. Leitet man die Ableitungsfunktion " wieder ab, erhalt man die 2. Ab-
leitungsfunktion oder 2. Ableitung f” von f usw. Die n-te Ableitung von f bezeichnet man mit f".

10



| Grundlagen der Differenzialrechnung

O
Es gibt Funktionen, die nicht an jeder Stelle y Sekante durch 0(0]0) und
ihrer Definitionsmenge differenzierbar sind. 3T P(4]2) mit der Steigung 0,5
Beispielsweise ist die Wurzelfunktion f mit ) P
f(x) = Vx an der Stelle 0€D; = R} nicht diffe- y-1x
. 2 fO+h-f0 _vh _ 1 1
renzierbar, denn es gilt ————="1"= T 1
Fir h — 0 besitzt —= aber keinen Grenzwert. : : : : : X
Fur die Ableitungsfunktion f' gilt daher D¢ = R*. 1 2 3 4 5 6 vgl. auch Aufgabe 16
—O
Definition: Gegeben ist eine Funktion f auf dem Intervall I. Wenn an einer Stelle a€l der
Grenzwert hlimow existiert, so nennt man f an der Stelle a differenzierbar.
-
Der Grenzwert heif3t Ableitung von f an der Stelle a und wird mit f'(a) bezeichnet.
Man sagt, der Graph von f hat an der Stelle a die Steigung f'(a).
Ist f an jeder Stelle a€l differenzierbar, so nennt man die Funktion f differenzierbar.
0
Tangenten und Winkel
Ist eine Funktion f mit dem Graphen G; gegeben, so erhalt man eine Gleichung der Tangente an
Gt im Punkt P(a|f(a)) mittels y = f'(a)-x + ¢, wobei ¢ durch eine Punktprobe mit P bestimmt
wird.
Um den Winkel zu bestimmen, den der Graph y G¢
Gy in P mit der Horizontalen einschlieft,
berechnet man die Grofe des Steigungswin-
kels o der Tangente. 1{C) SR P X
Fiir diesen gilt tan (o) = f'(a).
Hat die Tangente eine negative Steigung
f'(a) < 0, so ergibt sich eine negative Gradzahl
fiir den Steigungswinkel o. T i 3
Es ist stets -90° < o < 90°. a
Haben die Graphen G und G4 zweier Funktionen f und g den gemeinsamen Punkt P(a|f(a)), ihren sich in
d.h.f(@ = g(a), und in P eine gemeinsame Tangente, d.h. f'(a) = g'(a), so sagt man, dass sie ﬁf(:rl'?(:ﬁberu rens
sich in P beriihren. f(a) = g(@ und
f@=g@

Wichtige Ableitungen und Ableitungsregeln

Die Bestimmung von Ableitungsfunktionen mithilfe des Grenzwertes von Differenzenquotienten
ist aufwendig. Man kann damit aber die Ableitungen wichtiger Funktionen sowie Ableitungs-
regeln herleiten, mit denen sich zusammengesetzte, differenzierbare Funktionen viel einfacher
ableiten lassen.

f0 ¢ ceR | x=x %= x1 sin(x) cos(x) x" (reR\{0}) c-gx g(x) +h(x)

' (x) 0 %x'% =1 x2- —% cos(x) -sin(x) rexr=1 c-g'x g'(x) + h'(x)
-
Potenzregel Faktorregel Summenregel

Beispiel 1 Ableitungen berechnen

DI imale Definitions-
Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion f'. Geben Sie die maximalen Definitionsmengen D¢ und D¢ e maxima’e Befinitions

menge einer Funktion f

an. . umfasst alle Zahlen x, fiir
a) f) =3-cos(x) + Vx b) f(t) = —% + % ¢ f,(x)=2ax?- g +Va; a>0  dieman f(x) berechnen
Losung t kann.
£00 =3 ) % b £(t) = -2t _% Fo00=4 1 0 Spricht man von der De-
a) f0J =3-cos(0 + X,] s ) £t = -2t +1t 3 o fabo=4ax-5; a> finitionsmenge, so meint
f'(x) = -3-sin(x) + gx’s fl)=2t2- Ft2 Ds;=R; Dp=R man meist die maximale
Df = Ry Dy =R* D;=R*; Dy=R* Definitionsmenge.

1 Ableitung und Ableitungsregeln 1"
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02

03

o4

o5
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Beispiel 2 Tangentengleichung und Steigungswinkel bestimmen

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x3 - 5x. Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente an
den Graphen von f im Punkt P(-1|f(-1). Berechnen Sie die GroRe des Winkels, den der Graph
von f in P mit der Horizontalen einschlief3t.

Losung

Ableitung: f'(x) =3x2 -5, also f'(-1) =-2.

Ansatz: y=-2x+c. Mit P(-1]4) folgt 4=-2-(-1)+c¢c, d.h. c=2.

Tangentengleichung: y = -2x + 2. Winkel: tan(e) = f'(-1) = -2, also o = -63,4°.

Aufgaben

Berechnen Sie die erste und zweite Ableitung der Funktion f. Geben Sie Dy, Dy urld D¢ an. Hier sind jeweils die maxi-

a) f(x) = 2sin(x) + x3 b) f(t) = -4Vt - 3t o fO=t4-t malen Definitionsmengen
4 gemeint.

d) f(s)=%—355 e) f(x)=—cos(x)+% f) () = VX +3cos(x)

Berechnen Sie die erste Ableitung der Funktion f. Formen Sie den Funktionsterm gegebenenfalls
zuerst um. Geben Sie die maximalen Definitionsmengen D; und D¢ an.

2) £ = (x + 472 b) (b - £5-F 9 160 - x-(x+3)
d) f(s) = (2s-3)2 e) f(s)=(2s-4)-(4-5) f) f() - 48t

Bestimmen Sie mithilfe des abgebildeten
Graphen folgende Werte. Interpretieren Sie
die Werte bei (3) und (4) grafisch.

(1) f(5) und f(3) 2 f(5)-f(3)

f(5) -f(3)
B) 5=

4) (5

In der Abbildung ist der Graph einer Funktion f dargestellt. Skizzieren Sie den Graphen der Ablei-
tungsfunktion f'.

a) b)

BY SN RN N

Berechnen Sie die Koordinaten aller Punkte, in denen der Graph der Funktion f mit f(x) = 2x2 + 2
a) eine Tangente mit der Steigung 4 hat,
b) dieselbe Steigung wie der Graph von g mit g(x) = x3 - 4x -1 hat.

. Y 8 . . Beim Ableiten kann man
Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion f,. sich den Parameter wie

a) f,(x) = %'xz +ax b) f,(x) =a-cosx) +a c) fo(x) =-a-sin(x) +ax?2 eine feste Zahl vorstellen.

O Test 0 Lésungen | Seite 414

Berechnen Sie die erste und zweite Ableitung der Funktion f. Geben Sie die maximalen Definiti-

onsmen%en D¢, Dy und D¢ an. 2 \ Ty /y -0 |
-V - _x21 f f f f

a) f(0 = Vx - 2x b) f(x) =*5 5 AR

In der Abbildung ist der Graph einer Funktion f
dargestellt. Skizzieren Sie den Graphen der
Ableitungsfunktion f'.

12
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| Grundlagen der Differenzialrechnung

O
Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktion f, und berechnen Sie f,"(1). ;
a) f,=a2-a-\x b) f00 =ax® - %5 Q) f,00=a-Vx + 2%
d) f00 =2+ e) f00=2+% f) f,00 = @x -2

Ein Pkw beschleunigt aus dem Stand. In den ersten 10 Sekunden vergréfiert sich seine Geschwin-
digkeit v (in 7) gleichméig. Zwischen 10 Sekunden und 20 Sekunden nimmt die Geschwindig-
keit immer weniger stark zu, danach &ndert sie sich nicht mehr. o .

- Lo - Die mittlere und die mo-
a) Skizzieren Sie einen moglichen Graphen von v. mentane Andéfulgsiale
b) Untersuchen Sie das Vorzeichen von V. haben immer die gleiche

c) Interpretieren Sie die Aussagen v(2) = 3, % =12 und v'(15) =1 im Sachkontext. Einheit.

Gegeben sind die Funktion f und der Punkt P auf dem Graphen Gy von f. Bestimmen Sie eine
Gleichung der Tangente an G; in P und berechnen Sie die Grof3e ihres Steigungswinkels.

a) fx) =sin() +x% P(O[f(0) b) fX) =x2-4x+5; P(3]f(3) ¢) f(x)=2-cosX) - x; P(%If(g))

Untersuchen Sie, ob sich die Graphen der Funktionen f und g an den angegebenen Stellen

bertihren.
a) fx) =x3-3x; gx) =x2-2x-1 b) f(x) = 0,5x% g(x) = x4 - 2x2

X1=1; Xp= -1 X1=-2; X=0; x3=2
Ein 5m breiter Kanal wird durch den Graphen G einer Funktion f mit f(x) = ax? +abx (a, beR) Egzgen Y Kanal X
in einem Koordinatensystem dargestellt (alle Lingenangaben in Metern). Bestimmen Sie Werte 7,0 —t—H 5
fuir a und b, sodass die Rander des Kanals im Modell den Punkten P(0]0) und Q(5]0) entspre- = Gy

chen und der Kanal dort mit dem Erdboden einen Winkel von 30° einschliefit.

@ Test -0 Losung | Seite 414

Gegeben sind zwei Funktionen f und g mit f(x) = -x3+3x2-3x+4 und g(x) = % +2X.

a) Bestimmen Sie die GroRe des Winkels, den der Graph von f im Punkt P(1|f(1) mit der Hori-
zontalen einschlieft.

b) Untersuchen Sie, ob sich die Graphen von f und g im Punkt P(1|f(1) berihren.

—0

Gegeben sind zwei Funktionen f und g mit den Graphen G¢ und Gg. Als Schnittwinkel zwischen Lésungen zu Aufgabe 15:
den Graphen versteht man den Winkel zwischen den Tangenten an G¢ und Gg im Schnittpunkt. 33,7° 49 40
Bestimmen Sie die Groe des Schnittwinkels zwischen G¢ und G im angegebenen Schnitt- "

B ) R A ) Man legt fest, dass fiir
punkt S. Fertigen Sie dazu zunéchst eine Skizze an. den Schnittwinkel 8
a) f(x) =2x2-1; g(x) = 0,25x2 + 0,75; S(111) b) f(x) = 2x% g(x) = -x2+3; S(112) zwischen zwei Graphen

stets 0°=f=90° ist.

Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Begriinden Sie, dass f nicht differenzierbar ist, indem Sie
fiir eine geeignete Stelle a die Differenzenquotienten von f auf verschiedenen Intervallen
[a-h;a]l und [a; a+h] fur h>0 untersuchen.

a) y b) y c) y
G
1 ! 1 G 1 i
1 1 1 X 1 1 1 1 X 1 1 1 1 X
I B R S S T B R S R S TEC) SRR SRR R
(o]
Seite 394
Vereinfachen Sie den Term. Losung | Seite 414
2x+1)-3x+2 4x2-7x+1-(1-8x-3x2 @2x+1Dx-3)-x2-2x-5)
4x+2 x2+1-(x-2(Kx+3) X+ 1Dx+2) -x2+3x
6x+3 x-7 3x+1

1 Ableitung und Ableitungsregeln 13



7 Tangente und Normale

Anke ist bei Nacht mit ihrem Motorrad auf
einer kurvigen Strafle unterwegs. Abseits der
Strafle stehen friedlich zwei Elche (E; und E,).
Welcher der beiden Elche wird von den
Scheinwerfern des Motorrads erfasst, wenn
sich dieses im Punkt A befindet?
An welchen Punkten der Strafe trifft das
Scheinwerferlicht den anderen Elch?

In einigen Anwendungssituationen ist es nicht moglich, eine gesuchte Tangentengleichung
mithilfe der Punktprobe zu bestimmen. Deshalb wird nun eine allgemeine Tangentengleichung
hergeleitet, die man generell einsetzen kann, um eine Gleichung einer Tangente an den Graphen
einer Funktion f im Punkt P(u|f(u) zu ermitteln.

Die Ursprungsgerade y = f'(u)-x (Fig. 1)

hat die gleiche Steigung wie die gesuchte
Tangente. Verschiebt man diese Gerade um
u in x-Richtung und um f(u) in y-Richtung, so
verlduft die verschobene Gerade durch den

X
Punkt P und entspricht somit der gesuchten ol -
Tangente. *Ursprungsgerade \
Sie hat die Gleichung y = f'(u)-(x = u) + f(u). = fx

Die Gerade, die orthogonal zur Tangente durch

den Punkt P verlduft, bezeichnet man als Normale n
Normale.

Fir ihre Steigung muss m = —ﬁ (f'(w=+0)

gelten, wie Fig. 2 exemplarisch zeigt. | |

Die allgemeine Normalengleichung ermittelt -2 7'ﬂ)
man analog zur Tangentengleichung.

Falls f'(u) =0 ist, ist die
Normale die Gerade mit
der Gleichung x =u.

Fig. 2

—0

Satz: Gegeben sind eine Funktion f und eine Stelle u€Dy, an der f
differenzierbar ist. Eine Gleichung fuir die Tangente bzw. Normale
an den Graphen G; im Punkt P(u|f(u)) erhalt man mit der
allgemeinen Tangentengleichung y = f'(u)- (x - u) + f(u) bzw.

allgemeinen Normalengleichung vy = —%-(x - W+ fw (fw+0). 0f \Tangente
0

Man kann auch Tangenten an einen Graphen y
G; ermitteln, die durch einen Punkt Q verlau- 3+
fen, der nicht auf Gy liegt. Man spricht von der
Tangente von aufien. 2+
Die Berlihrpunkte By, B, ... sind dann zu-
nachst unbekannt. Um deren Koordinaten und 1T . o

. . . Es gibt auch Falle, in
die Tangentengleichungen zu bestimmen, geht X denen die Tangente von
man wie auf der nachsten Seite beschrieben 0 aufen nicht existiert
Vor. (vgl. Aufgaben 3 und 15)

Fig. 3
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I Grundlagen der Differentialrechnung
O

Bestimmung einer Gleichung der Tangente von aufien

Allgemein Beispiel: f mit f(x) = %-x3 und Q(1]0)
1. Terme f(u) und f'(u) bestimmen. 1. f(u) = % u3; f(u) = % u2 Zur Veranschaulichung:
2. Allgemeine Tangentengleichung im 2. y="Ff(w-x-u+flu) 31y Gt
Punkt B(u|f(u)) aufstellen. = %u2~(x -u)+ %u3
3. Punktprobe mit Q(q|r) durchfihren. 3. Q(110), also 0= %uz'ﬂ -u+ %u3 bzw. 2t
4. Ldsungen uy, U, ... und Koordinaten 4. Satz vom Nullprodukt: u;=0; up =5
der Beriihrpunkte By, B, ... ermitteln. B4(0]0); B, (% %) | 4 *Q(1|0)=>><
5. In die allgemeine Tangentengleichung 5. Tangente t;: y =0 7/0 1 2
einsetzen. Tangente t,: y = %7 (x - %) + % = %x - %
Unter einer Normalen von aufBen versteht man eine Normale an den Graphen G; einer Funktion f,
die durch einen vorgegebenen Punkt Q verlauft, der nicht auf G; liegt. Um eine Gleichung einer
solchen Normalen zu bestimmen, geht man in den gleichen fiinf Schritten wie oben vor, ersetzt
dabei allerdings in Schritt 2 die Tangenten- durch die Normalengleichung.
Beispiel 1 Normalengleichung in einem Punkt des Graphen bestimmen
Gegeben sind die Funktion f mit f(x) = x4 - 2x3 + 1 und der Punkt P(2|f(2)).
a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Normalen an G im Punkt P.
b) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes der Normalen und der x-Achse. Bestimmen
Sie die Grof3e des Steigungswinkels der Normalen.
Losung
a) Ableitung: f'(x) = 4x3 - 6x2 Esist f(2) =1 und ' (2) = 8.
. 1 1 1,.5
Normalengleichung: y = -5 (x =2 + f(2) = -g-(x -2 + 1= -gx + 1.
b) Ansatz: y=0, d.h. —%x + % = 0. Losung: x4 =10. Koordinaten des Schnittpunktes: S(10]0).
Steigungswinkel: tan (o) = —%, also o= -71°.
Beispiel 2 Tangente von auBBen im Anwendungskontext nutzen
Der Verlauf eines Flusses wird in einem Koordinatensystem naherungsweise durch den Graphen Zum Vergleich:
Gt der Funktion f mit f(x) = 0,5x* + x3 - x + 2, -2 = x =1, beschrieben (alle Angaben in km). Der y
Punkt Q(1]1) beschreibt den Standort eines Kraftwerks, das mit dem Fluss durch einen gerad-
linigen Kanal verbunden werden soll. Der Kanal soll dabei ohne Knick an den Fluss anschlief3en. 3T
Bestimmen Sie die Orte, an denen der Kanal an den Fluss gebaut werden kann. kx\/gf
Losung

1. flw=05ut+ud-u+2; f(u=2u3+3u2-1

2. y=Qu3+3u2-1D-x-w+05u*+u3-u+2 T

3.1=Qu3+3u2-1-1-uwW+05u*+ud-u+2e0=u2-(-15u2+3) . . Q(1|1)>|<x
4. Satz vom Nullprodukt: u; = 0; uy = -V2; u3 = V2 (us irrelevant, da uz > 1) 2 4 0 1
Mit £(0) =2 und f(-V2) = 0,5(-V2)"+ (-12)*- (-V2) + 2 = 2,59 folgt B,(0]2) und
B, (-V212,59).

Der Kanal kann an den Orten gebaut werden, die im Modell durch die Punkte B4(0]2) und
B, (-V2] 2,59) dargestellt werden.

Aufgaben

Gegeben ist die Funktion f. Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung der Tangente und der Norma-
len an den Graphen von f im Punkt P(-1|f(-1)). Berechnen Sie die GroRe des Steigungswinkels
der Tangente.

a) f(x) =x>-3x3

0 f60=V2x+ 4 d) F60 =

X

b) f(x) = sin(mt-x)

7 Tangente und Normale 31



Gegeben ist der Graph G; der Funktion f mit f(x) = 0,5x2. Bestimmen Sie je eine Gleichung der
Tangenten an G; durch den Punkt Q und die Koordinaten der zugehérigen Beriihrpunkte.

a) Q(01-2) b) Q(01-4,5) 9 Q(125) d) Q(=110)

Gegeben ist der Graph G; der Funktion f mit f(x) = 2x2 - 3. Bestimmen Sie - falls moglich - je
eine Gleichung der Tangenten an G; durch den Punkt Q.

a) Q(0]-21) b) Q(010) 9 Q(-3]15) d) Q(112)

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 0,5x* - 2x2 - x.

a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Normalen an G; im Punkt P(-1]f(-1).

b) Die Normale schneidet G; in drei weiteren Punkten. Berechnen Sie die x-Koordinaten dieser
Schnittpunkte.

Die Mittellinie einer von oben betrachteten Q
Rennstrecke wird modellhaft durch den Gra-
phen der Funktion f mit f(x) = 4 - %xz darge- @

stellt. Bei Aquaplaning wird ein Rennwagen {:}
geradlinig, tangential aus der Kurve getragen
und landet an dem Punkt in den Reifen, der {‘;3 21

durch Q(0]|6) beschreiben wird. Bestimmen
Sie im Modell die Koordinaten des Punktes, an ' ' — ' " "
dem der Wagen die Strecke verlassen hat. - -4 [ 2\ 4 6

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = sin(5x) +1.

a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Normalen an G; im Punkt P(0[1).

b) Die Normale begrenzt mit den Koordinatenachsen ein Dreieck. Berechnen Sie den Flachen-
inhalt dieses Dreiecks.

O Test —0 Losung | Seite 416

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x* + x2 + 8.

a) Bestimmen Sie je eine Gleichung der Tangenten an den Graphen von f, die durch den Punkt
A(0[1) verlaufen.

b) Geben Sie fiir die Normalen in den Beriihrpunkten jeweils eine Gleichung an.

Die Form des Ufers einer Landzunge und ein Boot werden im Modell durch den Graphen der
Funktion f mit f(x) = -2x2 + 3x +10 und den Punkt Q(3]5,5) beschrieben. Gesucht sind alle
Orte am Ufer, die man vom Boot aus sehen kann. Berechnen Sie die Koordinaten der zugehdri-
gen Punkte im Modell.

Die Abbildung zeigt den Querschnitt eines

Gelandeverlaufs. In einem Koordinatensystem @
kann dieser durch den Graphen der Funktion f ¢
mit f(x) = %x3 + %x2 -4 fir -3 =x=4 und thelle .

ergwan Ebene

durch eine waagerechte Gerade fir x > 4
naherungsweise dargestellt werden (eine
Einheit entspricht 100 m). Ein Ballon bewegt
sich in konstanter Hohe 200m Uber der Ebene
in negativer x-Richtung. Berechnen Sie im
Modell die Koordinaten des Punktes auf der
Ballonbahn, von dem aus man erstmals den
tiefsten Punkt des Tals sehen kann.
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I Grundlagen der Differentialrechnung

© 10 Eine Pflanze ist von Blattldusen befallen. Die Funktion f mit f(t) = 013381 (0 =ts=ty tinTagen

seit Beobachtungsbeginn) beschreibt die Anzahl der Blattlduse auf einem Sténgel bis zu einem

Zeitpunkt t, an dem Marienkafer zur Bekdmpfung der Lause eingesetzt werden. Ab diesem Zeit-

punkt bleibt die momentane Anderungsrate der Anzahl der Luse konstant.

a) Berechnen Sie den Zeitpunkt, an dem die Blattlduse ausgestorben sind, wenn man 15 Tage
nach Beobachtungsbeginn Marienkafer auf die Blattlduse ansetzt.

b) Bestimmen Sie rechnerisch, zu welchem Zeitpunkt man die Marienk&fer einsetzen muss,
damit die Lause 30 Tage nach Beobachtungsbeginn ausgestorben sind.

@ 11 Den Abstand eines Punktes P zum Graphen einer Funktion f kann man mithilfe der Normalen von
aufden durch P an Gy und der zugehorigen Schnittpunkte bestimmen. Der Abstand von P zu G
entspricht dann dem kleinsten Abstand von P zu einem der Schnittpunkte.

a) Bestimmen Sie zeichnerisch den Abstand von P(0]2) zum Graphen von f mit f(x) = 0,25x3.

b) Bestimmen Sie rechnerisch den Abstand von Q(0]0) zum Graphen von f mit f(x) = %
© 12 Der Graph der Funktion f mit f(x) = x2 beschreibt modellhaft den Verlauf einer von oben

betrachteten StraRe. Zwei Hofe, die im Modell durch die Punkte P(16]0,5) und Q(0]12,75) dar-

gestellt werden, sollen jeweils Uber einen mdglichst kurzen, geradlinigen Weg an die Straf3e

angeschlossen werden (alle Angaben in km).

a) Veranschaulichen Sie die Situation anhand einer Skizze.

b) Berechnen Sie mithilfe von Normalen, wie lang die beiden Wege jeweils werden.

@ Test -0 Lésung | Seite 416

13  Der Verlauf eines von oben betrachteten Strafienstiicks kann modellhaft durch den Graphen G;
von f mit f(x) = 0,1x2-0,6x + 2,9 fir -1=x =6 beschrieben werden (alle Angaben in 100 m).
a) Die Strafie soll fiir x < -1 geradlinig ohne Knick fortgesetzt werden. Bestimmen Sie eine
Gleichung der Geraden, die dieses Strafsensttick beschreibt.
b) Es soll eine weitere geradlinige Strae gebaut werden, die knickfrei in die vorhandene Strafie
einmindet. Im Modell wird diese Strafde durch eine Gerade dargestellt, die durch den Punkt
P(-1]0) verlduft. Berechnen Sie die Koordinaten des Beriihrpunktes dieser Geraden mit G;.

® 14 Eine 200m lange Briicke fiihrt orthogonal zur Fahrbahn tiber eine Stra-

Be, deren Verlauf modellhaft durch den Graphen G; der Funktion f mit

fx) = %(x3 - 7x2+11x + 15) dargestellt wird (alle Angaben in 100 m).

G und die Strecke, die die Briicke darstellt, schneiden sich im Mittel-

punkt P(3]1,5) der Strecke.

a) Erldutern Sie, dass man mit d(R; P) = \/(3 -2+ (15-(2r - 4,5))2 den Abstand eines beliebi-
gen Punktes R(r|t) auf der Normalen zu P berechnen kann.

b) Bestimmen Sie mit dem Ansatz d(S; P) =1 die Koordinaten des Punktes S, der im Modell dem
stdlichsten Punkt der Briicke entspricht.

® 15 Gegeben sind der Graph der Funktion f mit f(x) = x2 und ein Punkt P(p;lp,) mit p, > ps2
a) Beschreiben Sie die Lage des Punktes P im Vergleich zum Graphen von f.
b) Zeigen Sie: Es gibt keine Tangente von aulen an G; durch den Punkt P.
c) Begriinden Sie, dass es fir jeden Punkt Q(g41g,) mit g, < g42 zwei Tangenten von aufien an
Gy durch Q gibt.

o
Seite 395
Vereinfachen Sie so weit wie mdglich. Lésung | Seite 417
log, (2% log, (8) log; (0,25) log, (V2)
log, (1) log;(7) logs (3) log, (2)
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5 Die Umkehrfunktion

O
N
B s Il
Ersetzt man im Term %x die Variable x durch . " - K
3x,"so ergibt sich %'(BX) = x. Man kehrt also K %(x +5) F o -x B ;
ﬁuruck Zux. . 2% E nk
zx ist somit die ,Umkehrung” von 3x. Ordnen . 2 L 3x-15
Sie ebenso den Kértchen jeweils ihre Umkeh- 1
. B 2 C 3x-5 ] x-5

rung auf einem anderen Kartchen zu.

O

Eine Funktion f ordnet jeder Zahl x aus einer Definitionsmenge D; genau einen Funktionswert
f(x) zu. Die Menge der Funktionswerte heilt Wertemenge W;. Nun wird untersucht, unter wel-
chen Bedingungen man diese Zuordnung umkehren kann.

In Fig. 1 und Fig. 2 ist jeweils der Graph der Funktion f mit f(x) = x? dargestellt. Die maximale
Definitionsmenge von f ist die Menge der reellen Zahlen R, denn man kann jede reelle Zahl in
den Funktionsterm f(x) einsetzen.

y
In Fig. 1 ist der Graph von f mit der maximalen 5+ S;zr}h 51 \%?Ipfh
Definitionsmenge D; =R dargestellt. Esgibt |\ | Al L NEEN
zwei verschiedene Zahlen, die der 4 zugeord- / W i W i
net werden, denn es ist f(2) = f(-2) = 4. Also 31 31T
kann man die Zuordnung nicht umkehren. Al s
In Fig. 2 ist der Graph von f mit der einge- T T
schrankten Definitionsmenge D; = [0; e[ ab- ¥ 0r | 5 Y3 —— \Dr_vX
gebildet. Zu jeder Zahl y der Wertemenge i 4l 112 21 Ll 12
W; = [0; o[ gibt es genau ein x aus D; mit
OO =v. . )
Fig.1 Fig.2
Daher kann man die Funktion f mit dieser Definitionsmenge umkehren: Man kann jedem vy aus Hier wurde die Umkehr-
der Wertemenge von f das eindeutig bestimmte x mit f(x) =y zuordnen. Diese Funktion nennt funktion fir den rechten
. .7 . 7 7 - Ast der Parabel bestimmt.
man die Umkehrfunktion f von f. Es gilt somit f(f(x)) = f(y) = x fir alle x aus D; und M -
- N an kann auch den lin-
f(f (Y)> =f(0 =y furalley aus W ken Parabelast umkehren.
Die Umkehrfunktion zur Funktion f mit f(x) = x2 mit der Definitionsmenge D = [0; oo[ ist die Dannist D¢=]-c0; 0] und

Wurzelfunktion f mit f(x) = \/;, den_n (\/)?)2 =x und Vx2 =x fiiralle x = 0. Die Funktion f hat die =~ f®= -
Wertemenge W; = [0; oo[. Also hat f die Definitionsmenge Ds = [0; ool.

Der Graph von f

Fiir y = f(x) gilt f(y) = x. Falls der Punkt y
- : Graph y=x

P(a|b) auf dem Gra_phen von f liegt, so ist 5+ von f
f(@) = b und somit f(b) = a. Folglich liegt der 41 | P@lb)
Punkt P(b|a) auf dem Graphen von f. Der Graph
Punkt P(alb) gehtin den Punkt P(bla) Uber, 37 : von F
indem man die x-Koordinate und y-Koordinate an — Die 1. Winkelhalbierende
vertauscht, den Punkt P(a|b) also an der P(bja) ist die Gerade mit der
1. Winkelhalbierenden spiegelt (vgl. Fig. 3). Der T Gleichung y =x.

— . X
Graph von f entsteht somit aus dem Graphen —rt —t—— 1
von f durch Spiegelung an der 1. Winkelhalbie- i i e ke ke
renden. Fig.3
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Il Exponential- und Logarithmusfunktionen

O
_0
Definition: Eine Funktion f mit Definitionsmenge D; und Wertemenge Ws heifst umkehrbar, falls
es zu jedem y€W; genau ein x€ Dy mit f(x) =y gibt. B
Bei einer umkehrbaren Funktion f heifit die Funktion f mit f(y) = x (wobei f(x) =y ist) die Um-
kehrfunktion von f. Sie hat die Definitionsmenge W und die Wertemenge Dy.
Es gilt f(f(x) = x fiir alle xeD; und f(f(x) = x fiir alle x&Df = W
0

o1

02

03

Am Graphen G; einer Funktion f dsst sich die Umkehrbarkeit von f y
daran erkennen, dass jede Parallele zur x-Achse G; héchstens einmal
schneidet. Dies ist sicher dann der Fall, wenn f streng monoton wach-
send oder fallend ist. Nach dem Monotoniesatz gilt dies fir eine diffe-
renzierbare Funktion f, wenn D; ein Intervall ist und wenn ' (x) > 0 bzw.
f'(x) < 0 fur alle x gilt, die im Inneren von Dy liegen.

Gy

Bestimmung des Funktionsterms der Umkehrfunktion

Allgemein Beispiel

Gegeben ist eine Funktion f, die auf

; - 2. D=1 cof. W, = [0:
der Definitionsmenge D; umkehrbar ist. fmit £00 =+ % Dt = [-1; oof; We = [0; oo

1.y =f(x) setzen. 1y=K+12

2. Gleichung nach x auflgsen. 2.x=1y -1 oder x=-1y -1
Da x&€[-1; o[ ist, trifft der erste Fall zu.

3.x und y vertauschen. 3y="x-1
4.y durch f(x) ersetzen. 4.F(x) = Vx - 1

Beispiel Eine Funktion auf Umkehrbarkeit priifen und Umkehrfunktion bestimmen
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = V4x - 2 +1.

a) Geben Sie die maximale Definitionsmenge und die Wertemenge der Funktion f an.

b) Zeigen Sie mithilfe der Ableitung, dass f auf ihrer Definitionsmenge D; umkehrbar ist.
¢) Bestimmen Sie einen Term von f und geben Sie ihre Definitions- und Wertemenge an.
Losung

a) D¢ =[0,5; oo[; Wf=1[1,~oo[ o) 1y=V4x-2+1
b) f(x) =2-(4x-2)72>0 fiir x>0,5. 2.x=7-((y-12+2)
Somit ist f streng monoton wachsend 3.y= %-((x ~D2+2)

auf [0,5; o[ und damit umkehrbar. 4500 = %-(x _12 +%

Dt = [1; oo; Wt =[0,5; oof

Aufgaben

Die Funktion f ist auf R umkehrbar. Bestimmen Sie einen Funktionsterm fiir die Umkehrfunktion f.
a) fx) =x-4,5 b) f(x)=%x ) fX)=3x-4 d) f(x) =-5x+3

Die Funktion f ist auf der angegebenen Definitionsmenge umkehrbar. Bestimmen Sie einen Funk-
tionsterm der Umkehrfunktion f.
a) fx =x-3)? b) f(x)=%~(x—’l)2+3 o) fl=x3

D = [0,75; o[ D¢ = [1; o[ D¢ = [0; oo

Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge der Funktion f.

- _ = 4 = . - -
a) f0=V2x-7 b) f(x) ] ) f0=3-V3-7x-5
d) f00 = -3 - 2x)2 e) f0 = ;2% f) f0 =453

5 Die Umkehrfunktion

Die strenge Monotonie
ist auch erfullt, wenn fiir
ein x&D;, das am Rand
von Ds liegt, entweder
f'(x) =0 gilt oder f' nicht
definiert ist.

Fir x = —W—1 ware
x€]-o; -1]. Es wiirde
sich der Funktionsterm
fuir die Umkehrung des
linken Asts der Parabel
ergeben.
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O 4 Die Funktion f ist auf ihrer maximalen Definitionsmenge umkehrbar. Bestimmen Sie die maxi-
male Definitionsmenge D; und einen Funktionsterm fiir die Umkehrfunktion f.

a) f(x) = V5x -2 b) f(x)=% o f=3-V-2x+1+2
O 5 Zeichnen Sie den Graphen von f und den Graphen der Umkehrfunktion f.
a) fx) =2x -1 b) fx) = Vx -1 Q) fX=1+1
O 6 Abgebildet ist jeweils der Graph G; einer Funktion f.
Q) y @ y 3 y
24
i Gy ol Gy Gy
14
1 1 Ix 1 1 IX
4 0 12 3 -1 /0 3 | X
_ 0 T T T
i a4l fl 12 3

a) Begriinden Sie, dass die Funktion auf dem Bereich [-1; 3] nicht umkehrbar ist.
b) Geben Sie jeweils ein moglichst grofles Intervall an, auf dem die Funktion umkehrbar ist.

O Test 0 Lésung | Seite 424

7 Die Funktion f ist auf der Definitionsmenge Dy umkehrbar. Bestimmen Sie einen Term von f.

a) f(x)=%x—6 b) f(x) = 2x + 4)2 ) f(x)=%'\)3x+4,5 -2
Df=R Df=[-2; oof Ds = [-1,5; o[
—0
© 8 Kénnte der Graph zu einer umkehrbaren Funktion gehdren? Begriinden Sie.
a) y b) \ y (9] y o/
21+ 2+
114 \
14 1+
| | | IX
4 O ™1 2 /3 , | X , L X
B SO A 43 a9 12

@ 9 Bestimmen Sie einen Funktionsterm der Umkehrfunktion von f.

a) f(x) = -x% Ds = [0; oof b) f(x) = x%; Df=]-0; 0]
© 10 Zeigen Sie mithilfe der Ableitung, dass die Funktion f auf Df umkehrbar ist.
a) f(x)=%~(2x+3)2—4 b) f(x) =5-ex*4-7 ©) f(x)=(x2+%)~e‘2x
Dt = [-1,5; o[ Di=R D = [0,25; 0,75]

© 11 Bestimmen Sie ein moglichst grofRes Intervall, auf dem die Funktion f umkehrbar ist.
a) fx) =0,5-x3+1 b) f(x) =2-x4 c) fx) =-x-e*
d) f(x) = %x3 +x2 -15x e) f(x) =sin(x) f) f(x) =e3*-6x

© 12 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = VX mit Ds = ]0; eo[. Bestimmen Sie Gleichungen der Tan-
genten an G; und Gf im Schnittpunkt S(1]1) der beiden Graphen und bestimmen Sie die Gréf3e
des Schnittwinkels der beiden Graphen.

@ 13 a) Geben Sie die maximale Definitionsmenge und die Wertemenge der Funktion f an.
b) Zeigen Sie, dass die Funktion f u_mkehrbar ist.
c) Bestimmen Sie einen Term von f und geben Sie ihre Definitions- und Wertemenge an.

(M) f=Vx-3 @) f0=5-V2x -1 (3) f0 ==

x =1

i
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Il Exponential- und Logarithmusfunktionen
O

© 14  Die Funktion f mit f(t) = 5-Vt+1 beschreibt fiir t=0 die jahrlichen Verkaufszahlen eines
Elektroauto-Modells (in Tausend Stick, t in Jahren nach Markteinfiihrung).
a) Nach wie vielen Jahren werden jahrlich 11000 Stiick dieses E-Autos verkauft?
b) Beschreiben Sie in Worten, was man in diesem Sachzusammenhang mithilfe der Umkehrfunk-
tion f von f berechnen kann, und bestimmen Sie einen Funktionsterm von f.
¢) Formulieren Sie im Sachzusammenhang eine Frage zur Gleichung f(2y) - f(y) = 6. Driicken
Sie diese Frage durch eine Gleichung mit f statt f aus.

@ 15 Die Funktion h mit h(t) = 8,5-\/0,01t + 0,04 beschreibt die Grofle einer Giraffe nach der Geburt
(h(®)inm, 0=t=20 in Monaten). Bestimmen Sie einen Term der Funktion k in Abhangigkeit von
X, mit dem man berechnen kann, nach welcher Zeit diese Giraffe eine bestimmte Grofie x ereicht.

@ 16  Bestimmen Sie ein méglichst groies Intervall, auf dem die Funktion f umkehrbar ist, und bestim-
men Sie einen Funktionsterm der Umkehrfunktion f fiir diese Definitionsmenge.
a) 1°(x)=)(1f1 b) f(x) =x2+6x+9 o) f(x) =x2-2x

—

17 Gegeben ist Funktion f mit f(x) = 3-V4x - 8 + 5.
a) Geben Sie die maximale Definitionsmenge und die Wertemenge der Funktion f an.
b) Zeigen Sie, dass die Funktion f umkehrbar ist.
¢) Bestimmen Sie einen Term von f und geben Sie ihre Definitions- und Wertemenge an.

18 Die Funktion g mit g(x) =5-V2x + 1 beschreibt die Herstellungskosten (in Euro) in Abhéngigkeit
von der produzierten Stlickzahl x einer Schraubensorte. Beschreiben Sie, was man hier mit der
Umkehrfunktion g berechnen kann, und bestimmen Sie einen Term von g.

® 19 Gegeben ist eine auf einem Intervall | differenzierbare und umkehrbare Funktion f mit
f(x) # 0 fur alle x€l. Dann ist die Umkehrfunktion f differenzierbar auf W;.

a) Leiten Sie mithilfe von f(f(x)) = x die Ableitungsregel f (x) = f,(;(x)) her.

b) Leiten Sie die Funktion g mit g(x) = Vx mit der Regel aus Teilaufgabe a) ab. ~

) _Die Umkehrfunktion f der Sinusfunktion f mit Ds = [—%; %] ist die Arkussinusfunktion f mit
f(x) = arcsin(x). Zeigen Sie mithilfe des abgebildeten Dreiecks, dass cos(arcsin (x)) = V1 - x2

. ) &Y - .
gilt, und folgern Sie daraus arcsin’(x) = e fur alle xe]-1;1[.

@ 20 Bestimmen Sie ein mdglichst groRes Intervall, auf dem die Funktion f umkehrbar ist, und bestim-
men Sie einen Funktionsterm der Umkehrfunktion f fiir diese Definitionsmenge.

a) f(x) = x3 b) fx) = 2x - 1° o) fx) =322 d) Fx) = 52

@ 21 a) Die Funktion f ist umkehrbar und differenzierbar. Angenommen, ihr Graph G hat im Schnitt-
punkt S(ala) von G;und Gf den Steigungswinkel o = 45°. Begriinden Sie, dass G¢ und Gf in S
den Schnittwinkel 2o - 90° haben. Finden Sie eine dhnliche Formel fir 0 < o < 45°.

b) Geben Sie Terme zweier verschiedener umkehrbarer Funktionen f an mit A(2[1)€ G n Gf.
¢) Geben Sie Terme fiir fiinf umkehrbare Funktionen f an, fiir die f(x) = f(x) fiir alle xeD; gilt.

(e

Skizzieren Sie die Parabeln mit der Gleichung y = ax2 fur a =1; 2; 0,5. Beschreiben Sie wie
sich die Form der Parabel verdndert, wenn der Wert des Parameters a erhcht wird.

Skizzieren Sie die Parabeln mit der Gleichung y = (x - b)2 fur b =1; 2; 3. Beschreiben Sie, wie
eine Erhdhung des Parameters b die Lage der Parabel verdndert.

Geben Sie die Gleichung einer Parabel in der Form y = axZ + bx + ¢ an, die den Scheitel

(1) S(112) und den Punkt P(4|-7) enthalt, (2) S(-2|-3) und den Punkt P(-5]2) enthilt.

5 Die Umkehrfunktion

Losungen | Seite 425

[}

cos(d)

Seite 396
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6 Die Logarithmusfunktion und ihre Ableitung

der natiirlichen Exponentialfunktion f, ihrer
Umkehrfunktion f und der Ableitungsfunktion

=

f. Ordnen Sie zu.

Die Funktion f mit f(x) = e* ist auf ganz R streng monoton wachsend und damit also umkehrbar.
Es soll nun die Umkehrfunktion von f und deren Ableitung untersucht werden.

Bestimmung der Umkehrfunktion f:
1y=fK

2. Gleichung nach x aufldsen.

3.x und y vertauschen.

4.y durch f(x) ersetzen.

Die Umkehrfunktion f heift natiirliche Loga-
rithmusfunktion |n. Der Graph der natiir-
lichen Logarithmusfunktion entsteht aus dem
Graphen der nattirlichen Exponentialfunktion
durch Spiegelung an der 1. Winkelhalbieren-
den mit der Gleichung y = x (Fig. ).

Die Definitionsmenge der nattrlichen Loga-
rithmusfunktion ist Df = W; = R*, die Werte-
menge ist W; = D¢ = R. Es gilt In(eX) =x fr
alle xeR und e"® =x fiir alle x > 0.

y = eX | In
In(y) = x
y =X

) = lnx)

y

Adle)

B(e|1)

Ableitung der natiirlichen Logarithmusfunktion f(x) = In(x); x > 0:

Ansatz:

Auf beiden Seiten ableiten und Kettenregel beachten:

ef® durch x ersetzen:
Division durch x, da x > 0:

X = ef®
1=ef®-f(x)
1= x-f ()
fo0=1

Fig.1

—O0

Die natiirliche Logarithmusfunktion f mit f(x) = [n(x) ist die Umkehrfunktion der natiirlichen
Exponentialfunktion f mit f(x) = e* Sie hat die maximale Definitionsmenge Dy = ]0; o[ und die
Wertemenge W; = R. Fiir die Ableitungsfunktion von f gilt f (x) = %

Beispiel 1 Natiirliche Logarithmusfunktion ableiten
Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f und vereinfachen Sie, wenn moglich.

a) fx) =x+In(x
Losung

a) f0)=1+% b) F() = 22

68

b) f(x) = ln(ax), a+0

c) fx) =x-In2x)

% ) f’(x)=1'ln(2x)+x-2ix-2
=n@2x) +1
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Il Exponential- und Logarithmusfunktionen
O

Beispiel 2 Logarithmusfunktion umkehren

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = % In2x - 6).

a) Geben Sie die maximale Definitionsmenge und die Wertemenge von f an.

b) Zeigen Sie, dass f umkehrbar ist, und bestimmen Sie einen Term der Umkehrfunktion f.
c) Geben Sie die Definitionsmenge und die Wertemenge von fan.

Losung

a) Dg=]3; [; Wr=R

b) f'(x) = m > 0 fiir x > 3. Also ist f streng monoton wachsend und damit umkehrbar.

Aus y=%-ln(2x—6) folgt x=%-e3y+3.Also ist ?(x)=%-e3x+3.
C) Df= [R; Wf=]3; 00[

Aufgaben

Bestimmen Sie die Ableitung von f.

a) fx=3+Inkx b) f(x) = 2x + In(x) c) fx)=3-lnx+1
d) f(x) =x2+ Inx) e) fx) =3x2+Inkx-1 f) fx) = ln(x—2)—;

Gegeben sind die Funktionen f und g mit f(x) = In(x) und gx) = In(2x).

a) Zeichnen Sie mithilfe einer Wertetabelle die Graphen von f und g.

b) Spiegeln Sie die Graphen von f und g an der 1. Winkelhalbierenden und beschreiben Sie den
Zusammenhang zwischen den beiden gespiegelten Graphen.

Geben Sie die Nullstellen der Funktion f an.
a) f(x) = nx) b) fx) =lnx -2 ) f =& +3
d) f60 = I - 3 e) f0 =In(x2-3) f) f0=In(x-5-2

Gegeben ist die natrliche Logarithmusfunktion f mit f(x) = In(x).

a) Bestimmen Sie den x-Wert, fiir den f den Funktionswert 3 hat.

b) Zeigen Sie, dass f streng monoton wachsend ist, und geben Sie einen Term der Umkehr-
funktion f an.

c) Zeigen Sie, dass der Graph von f rechtsgekriimmt ist.

d) Begriinden Sie, dass sich der Graph von f fiir x — 0 an die y-Achse annahert.

e) Begriinden Sie, dass flir x — +o auch In(x) > +eo gilt.

Bestimmen Sie die Ableitung fiir a # 0 und vereinfachen Sie, wenn moglich.

a) f0) = In(4x) b) f(x) = In(x3) c) f) =Iln(x2-6x+9)
d) (0 = In(x?) e) f0) = In(a-(x - 2% f) 60 = In(:27)
Bestimmen Sie die Ableitung und vereinfachen Sie, wenn mdglich.

a) f(x =3x-lnKx b) f(x)=x2-(ln(x)—%) ) 0 =x-In (Vx)

d) F00 = 4+In (F) e) f00 =02 -D-In(x+1 f) (0 = (n(3x)2

O Test 0 Losung | Seite 425

Leiten Sie ab und vereinfachen Sie, wenn mdglich.
a) fx) =4-In(3x?) b) f(x) = e2*+ x- In(x2) o) T =x3-1n(2x?)

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 3-In(4x + 6).

a) Geben Sie die maximale Definitionsmenge und die Wertemenge von f an.

b) Zeigen Sie, dass f umkehrbar ist, und bestimmen Sie einen Term der Umkehrfunktion f.
c) Geben Sie die Definitionsmenge und Wertemenge von fan.

6 Die Logarithmusfunktion und ihre Ableitung 69



© 9 Gegeben ist die Funktion f mit
M ) =e3 ) ) =e2x1, @) fX) =4-e3x-2+1,
a) Geben Sie jeweils die maximale Definitionsmenge und die Wertemenge der Funktion f an.
b) Zeigen Sie jeweils, dass f umkehrbar ist, und bestimmen Sie einen Term der Umkehrfunktion .
c) Geben Sie jeweils die Definitionsmenge und Wertemenge der Funktion fan.

© 10 Bestimmen Sie die Koordinaten der Extrempunkte des Graphen von f.
a) f=x-lnx b) f(x) = x-ln(x) - 2x c) f) =x2-Inx

@ 11 Die Funktion h mit h(®) = 4'(t+1W' In(t +1) beschreibt die Hohe des Hochwassers in einem Ort
(t in Tagen nach Beginn des Regens, h(t) in m Uber Normal).
a) Bestimmen Sie den hochsten Wasserstand tiber Normal.
b) Berechnen Sie, zu welchem Zeitpunkt das Hochwasser am stérksten abnimmt.
) Interpretieren Sie die Gleichung h(t+2) - h(t) = 0,2 im Sachzusammenhang.
d) Nach vier Tagen geht die Abnahme des Hochwassers ohne Knick in eine lineare Abnahme
Uiber. Berechnen Sie, wann wieder die normale Wasserhohe erwartet wird.

© 12 Durch die Funktion f mit f(t) = In(t + 1) werden die taglichen Verkaufszahlen einer neuen Scho-
koladentafel nach Markteinfiihrung beschrieben (t in Monaten, f(t) in Hundert).
a) Zeigen Sie, dass die taglichen Verkaufszahlen sténdig zunehmen.
b) Geben Sie einen Term der Umkehrfunktion von f an und beschreiben Sie ihre Bedeutung im
Kontext.
c) Bestimmen Sie fur einen beliebigen Wert von a mit 0 <a = In(3) einen Zwei-Monate-Zeit-
raum, in dem die taglichen Verkaufszahlen um a zunehmen.

@ Test —0 Losung| Seite 425

13 Bestimmen Sie die Koordinaten des Extrempunktes des Graphen von f mit f(x) = %xz - In (.

—o

® 14 Esist g eine differenzierbare Funktion, die auf einem Intervall | definiert ist und nur positive
Funktionswerte annimmt. Die Funktion f ist gegeben durch f(x) = In (g(x)).
a) Bestimmen Sie f'(x) und geben Sie einen Term der Funktion f mit f'(x) = tan(x) an.
b) Angenommen, es ist g'(x) > 0 flr alle x€l. Dann ist g auf | umkehrbar mit der Umkehrfunk-
tion g. Zeigen Sie, dass f ebenfalls umkehrbar ist, und bestimmen Sie einen Term von f.

® 15 a) Zeigen Sie, dass die Funktion h mit h(x) = x-e* auf [-1; e[ umkehrbar ist.
b) Die Umkehrfunktion von h heit Lambert'sche W-Funktion, die Zahl Q = W(1) heit Omega- Q=0,56714329...
Konstante. Der Graph der natirlichen Exponentialfunktion soll so in x-Richtung verschoben
werden, dass der verschobene Graph den Graphen der natirlichen Logarithmusfunktion in
einem Punkt bertihrt. Geben Sie die Gréf3e dieser Verschiebung mithilfe von Q an.
c) Essei n= % Berechnen Sie n".

b) Gegeben ist a > 0. Zeigen Sie: Es gilt x2 = a* fir alle x>0 genau dann, wenn a =e ist.

® 16 a) Beurteilen Sie ohne Taschenrechner, ob m® < e™ oder e” < n¢ gilt. ?
<
.

o}
Seite 396
Gegeben ist eine Parabel mit der Gleichung y = 2x2 + 4x - 4. Losung | Seite 425
Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Parabel mit der Geraden mit der Glei-
chung y=3x-4.

Bestimmen Sie b so, dass die Gerade mit der Gleichung y = 3x + b nur einen Schnittpunkt
mit der Parabel hat.
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Il Exponential- und Logarithmusfunktionen

Im Friihjahr 2020 stieg die Zahl der Infizierten mit dem Coronavirus SARS-CoV2 sehr schnell an,
auch in Baden-Wirttemberg. In der dritten Zeile der Tabelle findet sich die Gesamtzahl der bis

zu diesem Tag Infizierten in Baden-Wirttemberg im Marz 2020.

Datum  33. | 53. | 73. | 93. | 1M3.  133.  153.  173. | 19.3.
Tagt 0 2 4 6 8 10 12 14 16

i 50 89 182 | 232 | 335 | 569 | 977 | 1641 | 2748
‘“i (;)” 178 | 204 | 127 144 170 172 168 | 167 | 139
nG®) | 391 | 449 | 520 | 545 581 | 634 | 688 | 740 | 792

Handelte es sich damals um exponentielles Wachstum?
Welche Funktion beschreibt die Infiziertenzahlen am besten?

Das schnelle Anwachsen ladsst ein exponentielles Wachstum vermuten
(vgl. Fig. 1). Berechnet man den zugehorigen Wachstumsfaktor i(ti(:)Z)
(vierte Zeile der Tabelle), so beobachtet man, dass dieser stark um den
Mittelwert 1,64 schwankt. Die Schwankungen entstehen u.a. dadurch,
dass nicht alle Gesundheitsémter jeden Tag ihre Infiziertenzahlen
meldeten. Es ist daher zunadchst schwer zu beurteilen, ob annéghernd

exponentielles Wachstum vorliegt.

Folgende Idee hilft weiter: Liegt exponentielles Wachstum mit

i(t) = c-ekt vor, so gilt fur den Logarithmus von i(t):

In(i(®) = In(c-eX) = In(eln©@-ekt) = [n(en©@+kt) = |n(c) + kt.

Der Graph der Funktion g mit g(t) = In(i(t) ist also eine Gerade mit
Steigung k und y-Achsenabschnitt In(c). In der fiinften Zeile der Tabelle
wurde n (i (t) berechnet. Fig. 2 zeigt, dass die zugehérigen Datenpunkte
(tIn(i(t))annahernd auf einer Geraden liegen. Man trégt eine Gerade
durch die Punkte so ein, dass sich die Abstéande zu den Datenpunkten
nach oben und unten ungefahr ausgleichen. Man erhélt eine Gerade
mit der Gleichung y = d + kt, wobei d = 4,1 und k = % = (0,227 ist. Da
die Datenpunkte (t|In(i(t)) annihernd auf der Geraden mit der Glei-
chung y =d +kt liegen, liegen die Punkte (t|i(t)) anndhernd auf dem
Graphen der Exponentialfunktion f mit f(t) = e%1-e%227t = 60 - 0227t

Die Ausgleichsgerade fiir die logarithmierten Messwerte wurde allerdings nur nach Augenmaf3
gezeichnet. Mit vielen Tabellenkalkulationsprogrammen oder wissenschaftlichen Taschenrech-
nern kann man Daten in eine Tabelle eingeben und dann die Gleichung einer optimalen Geraden
durch die sogenannte ,lineare Regression” bestimmen. Man nennt sie Regressionsgerade. Fir
die Infiziertenzahlen ergibt sich die Regressionsgerade mit der Gleichung y = 4,08 + 0,228 -t. Da-

mit erhalt man i(t) = e*08. 0228t = 59. 0228t
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Ini(t)

Lt (Iin Tagen)
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Fig.1

Lt (Iin Tagen)

10 12 14 16 28 20 22

o0+

Fig.2

Manche Taschenrechner
erlauben auch die soge-
nannte ,exponentielle
Regression”. Diese ergibt
hier
i(t) = 59,381,256t

~ @h08. 00228t

Die Infiziertenzahlen in Baden-Wirttemberg stiegen im M&rz 2020 anndhernd exponentiell an.
Die Exponentialfunktion f mit f(t) = 59-e9%228t beschreibt ungefahr den Verlauf der Infizierten-

zahlen.
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Wie kann man die Regressionsgerade zu gegebenen Messwerten berechnen?

Allgemein sind n Datenpunkte Pq(xq1v4), P2(X21V2), ..., Pn(Xalyn) gege-
ben. Zur besseren Ubersicht wird ein Verfahren fiir drei Datenpunkte
beschrieben, deren x-Werte nicht alle gleich sind.

Fig. 1 enthalt drei Datenpunkte und eine Ausgleichsgerade, beschrieben
durch die Funktion f mit f(x) = bx + a. Die Ausgleichsgerade ist ,opti-

mal”, wenn die griin markierten Absténde (die ,Fehler”) zwischen f(x;)
und y; in einem bestimmten Sinn insgesamt moglichst klein sind.

Haufig wird dazu die Methode der kleinsten Quadrate benutzt. Bei dieser Methode wird die
Summe der Quadrate der Abstande (f(x;) - ;)2 minimiert. Es ist zun&chst b beliebig und
q(@ = (bxq+a-yy)?+ (bx, +a-y,)2 + (bxs + a - y3)2 die Summe der Fehlerquadrate fur diese
Steigung b als Funktion von a. Die notwendige Bedingung fiir die Minimalitdt von q ist
q@=0,dh q@=2-(bx;+a-yy)+2:(bx,+a-y,) +2-(bxz+a-ys)=0.
Es ergibt sich a = % (Y1 +Yy2+y3) - b% (X{+ Xy +X3) =y -b-X mit X = % (X1 + %9 + x3) (Mittelwert
der x-Werte) und y = % (y1+ vy +v3) (Mittelwert der y-Werte). Daraus folgt, dass unabhangig von
b der Punkt M(x|y) auf jeden Fall auf der Regressionsgeraden liegen muss. Nun muss noch die
optimale Steigung b der Regressionsgeraden bestimmt werden. Das bedeutet, dass fir
a =y - b-x ein Minimum der Funktion r bestimmt werden muss mit
r(b) = (bxq +a-yy)? + (bxy + a - y)? + (bxz + a - y3)?

=(y-b-X+bxg-yy)2+ (Y -b-X+bxy -yy)? +(y -b-X +bxz - y;)?

= (blxy = %) - (y1 - )2+ (b0 - %) = (y2 - )2 + (b5 = %) = (y3 - )2
Aus der notwendigen Bedingung r'(b) = 0 fur Minimalitat folgt

b= (1 =X)(y1=Y) + (X2 = X) (Y2 = ¥) + (X3 = X)(y3 - ¥) _ (X1¥1 * Xa¥2 + X3Y3) = 3Xy

(x1=%)2 + (x5 = X)? + (x5 = X)? x2 +x3 +x2 - 3%2

Fur die Regressionsgerade mit der Gleichung y = bx + a durch drei Datenpunkte P4(x4|y4),
(X1y1+ Xpy5 + X3y3) - 3XY
X2 +x3 + x3 - 3x2

P,(x5]y,) und P3(x3|ys) gelten die Formeln b = und a=y-b-x.

In der Tabelle sind die Infiziertenzahlen einer Stadt im Oktober 2020 angegeben.
Zeichnen Sie ein Diagramm 1 mit den Datenpunkten (t]i(t) und ein weiteres Diagramm 2
mit den logarithmierten Werten (t|n(i(t))). Zeichnen Sie nach AugenmaR in Diagramm 2
eine Ausgleichsgerade ein und geben Sie eine Gleichung dieser Geraden an.
Bestimmen Sie aus der Ausgleichsgeraden von Diagramm 2 eine Gleichung fir eine Exponen-
tialfunktion, die das Wachstum der Infiziertenzahlen beschreibt. Zeichnen Sie den Graphen
dieser Exponentialfunktion in Diagramm 1 ein und berechnen Sie die prozentuale Abweichung
von den beobachteten Infiziertenzahlen. Beurteilen Sie, ob es sich ndherungsweise um expo-
nentielles Wachstum handelt.
Bestimmen Sie die Verdopplungszeit fiir die in Teilaufgabe b) berechnete exponentielle Nahe-
rung der Infiziertenzahlen.
Am zehnten Tag zahlt man 345 Infizierte. Beurteilen Sie, ob die Modellierung von Teilaufgabe
b) noch passt.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Ausgleichsgeraden von Diagramm 2 aus Aufgabe 1 durch
lineare Regression mit den Formeln von Ergebnis 2 und mit einem Taschenrechner oder Ta-
bellenkalkulationsprogramm. Bestimmen Sie aus dieser linearen Regression einen Term einer
Exponentialfunktion, die die Datenpunkte (t|i(t)) annahert, und zeichnen Sie deren Graphen in
Diagramm 1 ein.
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IV Funktionen und ihre Graphen
O

2 Linearfaktordarstellung — mehrfache Nullstellen

(1) Eine ganzrationale Funktion
Wat mindestens cine Nullstelle.

(2) Eine ganzrationale Funktion vierten Grades
kann drei Nallstellen haben.

(3) Eine ganzrationale Funktion dritten Grades
kann drei, zwei oder genau cine Nullstelle haben.

Beurteilen Sie, ob die Aussagen auf der Tafel
wahr oder falsch sind. Erlautern Sie mithilfe u @9 . 'OEI!’
von Skizzen. —

Liegt der Term einer ganzrationalen Funktion

f faktorisiert vor, wie z.B. bei der Funktion f
mit f(x) = %(x -1D-(x +2)-(x + 3), kann man
mithilfe des Satzes vom Nullprodukt die
Nullstellen xq=-3, X, =-2 und x3=1 ohne
Rechnung ablesen. Faktoren wie (x - 1) oder
(x + 2) heiBen Linearfaktoren.

Multipliziert man den Funktionsterm von f aus,
ergibt sich

f0 = 3¢ - Dix + 2 (x +3),

_1.3 2., _
=5X +2X +5X 3

2 Auch ein Term wie 2x - 3
heif3t Linearfaktor.

Beachten Sie: Nicht bei
jeder ganzrationalen
Funktion kann man
den Funktionsterm in

mit x3 als héchster x-Potenz. Linearfaktordarstellung
angeben, wie z.B. bei der

Besteht ein Funktionsterm einer Funktion f aus n Linearfaktoren, so ist Funktion f mit
f)=a-(x=-x%q9) - (X=X ... - (X = Xx,). Somit hat f hochstens n Nullstellen. In der ausmultiplizier- OO =x2+1.
ten Form ist x" die hochste Potenz. Sind x4, X, ..., X,, alle voneinander verschieden, so hat die

Funktion genau n Nullstellen.

Um zu zeigen, dass jede ganzrationale Funktion vom Grad n hdchstens n Nullstellen hat, wird
zunachst der folgende Satz bewiesen.

Satz 1: Es ist f eine ganzrationale Funktion vom Grad n und c eine Nullstelle von f.
Dann gibt es eine ganzrationale Funktion g vom Grad n -1, sodass f(x) = (x - c) - g(x) ist.

Beweis:
Man verschiebt den Graphen von f um -c in x-Richtung. Die zugehd&rige Funktion ist also die
Funktion h mit h(x) = f(x - (-¢)) = f(x + ¢). Die Funktion h ist eine ganzrationale Funktion, die
man auch in der Form h(x) = a,x" + a,_1x"" 1+ ... + a;x + a, darstellen kann, wobei die a; reelle
Zahlen sind.
Die Stelle x, =0 ist eine Nullstelle von h, denn es gilt h(0) = f(0 + ¢) = f(c) = 0. Somitist a5=0
und man kann im Term h(x) den Faktor x ausklammern:
h() =apx"+a, X" T+ . +ax=x-(apx" T +a, 1x"" 2+ ... +a) = x-k(x.

k(x)
Die Funktion k ist ganzrational und hat den Grad n - 1.
Verschiebt man den Graphen von h nun wieder um c in x-Richtung, so ergibt sich der Graph der
Funktion f und es gilt f(x) =h(x-c)=x-c)-k(x-c=x-0c) gk und g =kx - o).
Die Funktionen k und g haben beide den Grad n - 1.
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Auf die neue Funktion g kann man, falls eine weitere Nullstelle d existiert, Satz 1 wieder anwen-
den und einen weiteren Linearfaktor ausklammern. Dann ist f(x) = (x - ¢)(x - d)-i(x), wobei i
vom Grad n - 2 ist. Der Grad verkleinert sich jedes Mal um eins. Diesen Schritt kann man insge-
samt héchstens n-mal durchfiihren.

Satz 2: Eine ganzrationale Funktion f vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

Aus Klasse 10 weifd man, dass fiir eine ganzra-
tionale Funktion f mit ungeradem Grad n gilt:
(1) Fur x — +oo gilt f(x) > +o und

fir x = -oo gilt f(x) > -
oder
(2) fir x > +o0 gilt f(x) > -0 und

fr x = -oo gilt f(x) > +co.

Aufgrund dieses Verhaltens muss eine ganz-

rationale Funktion mit ungeradem Grad n

mindestens eine Nullstelle besitzen. Fiir gerades n muss das

nicht der Fall sein.

Mehrfache Nullstellen

Die Funktion f mit
fO=x-Dx-3)x-3)=Kx-1D-(x-3)2

hat die Nullstellen x;=1 und x, = 3.

Da der Linearfaktor (x - 3) im Funktionsterm
zweimal vorkommt, heifst x, = 3 zweifache
bzw. doppelte Nullstelle.

Allgemein definiert man:

a ist eine k-fache Nullstelle einer Funktion f,
wenn f(x) = (x - a)*-g(x) mit ga@ +0 gilt.

Statt k-facher Nullstelle
einfache Sweifache sagt man auch Nullstelle
Nullstelle —Nullstelle k-ter Ordnung.

Der Graph von f zeigt bei der doppelten Nullstelle x, = 3 eine Besonderheit: Er beriihrt die
x-Achse und schneidet sie nicht. Das kann man auch anhand des Funktionsterms begriinden:

In der Nahe der Stelle x, =3 gilt x-1=2, also f(x) = 2-(x - 3)2. Der Graph von f verlduft in der
N&he der Stelle x, =3 ungefédhr wie eine nach oben gedffnete Parabel. Der Graph von f muss an
dieser Stelle einen Tiefpunkt haben.

In der Nahe der Stelle x, =1, also fur x = 1, gilt hingegen (x - 3)2 =4 und somit f(x) = 4-(x = 1).
Der Graph von f verlduft in der Nahe der Stelle x4 =1 ungefdhr wie die Gerade mit der Steigung
4; also schneidet der Graph von f die x-Achse.

Analoge Uberlegungen wie beim Graphen der Funktion f zeigen, dass der Graph der Funktion i
mit i(x) = (x - a)k-g(x), k ungerade und k +1, an der Stelle x = a einen Sattelpunkt hat. Bei-
spielsweise hat die Funktion i mit i(x) = (x - 2)3(x2 + 1) an der Stelle x = 2 einen Sattelpunkt.

—O0
Satz 3: Gegeben ist eine ganzrationale Funktion f der Form f(x) = (x - a)-g(x) mit g(a) + 0. 24
und ke IN\{0}, wobei g eine ganzrationale Funktion ist. Dann gilt:
- Fir k=1 schneidet der Graph von f an der Stelle x = a die x-Achse. 1+
- Ist k gerade, so hat der Graph von f an der Stelle x = a einen Extrempunkt auf der x-Achse. «
- Ist k ungerade (k 1), so hat der Graph von f an der Stelle x = a einen Sattelpunkt auf der 0 ’II é
x-Achse. /
o T
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IV Funktionen und ihre Graphen

Beispiel 1 Zusammenhang zwischen Funktionsterm und Graphen erkennen

a) Bestimmen. Sie zum abgebildeten Grl.aphen y Graphvon f
den Term einer ganzrationalen Funktion
moglichst niedrigen Grades, der die Viel- | . Lx
fachheit der Nullstellen beriicksichtigt. - ' '

b) Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion f
mit fx) =a-x+1D-x-13, a>0.

Losung

a) Der Graph hat bei

X1 = =3 eine einfache Nullstelle,

X, = =2 eine Nullstelle gerader Ordnung,

x3 =1 eine Nullstelle ungerader Ordnung

grofer 1.

Es gilt f(x) =a-(x+3)-(x+2)2-(x - 13.

Flr x = +o gilt f(x) = +o und somit a > 0.

b) %
araphvon f
1 1 1 1 1 x

Beispiel 2 Funktionenschar auf Nullstellen untersuchen

Gegeben ist die Funktionenschar f, mit f,(x) = x-(2x - k)2, keR. Ihr Graph ist Gy

a) Geben Sie die Nullstellen von f, in Abhdngigkeit von k an.

b) Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass einer der beiden Extrempunkte von Gy, fir alle
Werte von k auf der x-Achse liegt.

Losung

a) il =0 © x-(2x-k?=0 © x=0 oder 2x - k=0; Lésungen: x;=0; X, = %

b) Da x; = % eine doppelte Nullstelle von f ist, ist E (%IO) immer ein Extrempunkt von Gy,.

Aufgaben

Ordnen Sie jeder Funktion den passenden Graphen zu. Begriinden Sie.
fO) = (x-N(x+2) gl =(x+ND2(x-2)  h()=-Kx-D?(x+2) i()=K-Dk+2)?

Y Y \Y 'Y
. \ X . IS
1.2 2 .10

Bestimmen Sie zum abgebildeten Graphen den Term einer ganzrationalen Funktion moglichst
niedrigen Grades, der die Vielfachheit der Nullstellen berUcksichtigt.

a) y b) y y d) y
Graph
Graph von f Graph
Graph von f | [ X von
von f | 4 2| 4

X
- : -2 9]
4 -2 0 4 \/ -  +1

Gegeben ist die Funktionenschar f, mit f,(x) = -k(x + 12-(x - k)3, k > 0. Der Graph ist Gg,.
Beurteilen Sie, welche der folgenden Aussagen fir alle k wahr oder falsch ist.

(1) fi hat genau zwei Nullstellen. (2) Gy hatbei x;=-1 einen Sattelpunkt,
(3) Gy, hat bei x, = k einen Sattelpunkt, (4) Gy, schneidet bei S(0[k*) die y-Achse.

2 Linearfaktordarstellung - mehrfache Nullstellen

O

Die Abbildung zeigt
die Graphen fiir
k=-2 und k=4.
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O Test 0 Lésung | Seite 442

4 Bestimmen Sie zum abgebildeten Graphen den Term einer ganzrationalen Funktion mdglichst
niedrigen Grades, der die Vielfachheit der Nullstellen beriicksichtigt.

a) y b) y
Graph von f Graph von f
X Il Il Il 1 Il X
SN NN N ST NG
—O0

© 5 Der Ausschnitt des Graphen G; einer ganzra- y Graphvon f

tionalen Funktion f zeigt sadmtliche Schnitt- . . . . X

punkte mit der x-Achse. Bestimmen Sie einen A 15 -1 -0 05 1 1%

geeigneten Funktionsterm mdglichst niedri-
gen Grades.

© 6 Zerlegen Sie den Term der Funktion f mit f(x) = x> - x3 in Linearfaktoren und skizzieren Sie den
Verlauf des zugehérigen Funktionsgraphen.

@ 7 Geben Sie den Term einer Funktion dritten Grades mit genau einer, zwei bzw. drei Nullstellen an.

© 8 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = a-(x - b)-(x - ¢). Bestimmen Sie Werte fiir a, b und ¢ so,
a) dass f die Nullstellen -2 und 1 hat und der Graph von f durch den Punkt P(0]4) verlduft,
b) dass der Graph von f bei T(2|0) einen Tiefpunkt hat und durch P(0[2) verlauft.

© 9 Geben Sie geeignete Werte flr a, b und ¢ so an, dass der Graph G; der Funktion f mit
a) f(x) =(x - b)a-(x - b +1)¢ bei x;,=3 einen Hoch- und bei x, =2 einen Sattelpunkt hat,
b) f(x) =a-(x -2c)P - 3 bei H(-2|-3) den einzigen Hochpunkt hat.

@ Test 0 Lésung | Seite 442

10 Geben Sie einen Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion f méglichst niedrigen Grades an,
fiir die bzw. flir deren Graphen gilt:
a) Der Graph schneidet an den Stellen x; =0 und x, =2 die x-Achse und hat einen Tiefpunkt
T(-1]0). Begriinden Sie, dass wirklich ein Tiefpunkt vorliegt.
b) Der Graph hat einen Sattelpunkt S(3]0) sowie einen Tiefpunkt T(-1]0) und schneidet die
y-Achse bei P(0]27). Begriinden Sie, dass wirklich ein Tiefpunkt vorliegt.

—o

® 11 Esist g eine ganzrationale Funktion. Fir die Stelle x =a mit a€R gilt g(a > 0.
Betrachtet wird die Funktion f mit f(x) = g(x)-(x - a)2. Zeigen Sie mithilfe der Ableitung, dass es
sich bei x =a um eine Minimumstelle handelt.

® 12 Zeigen Sie, dass eine k-fache Nullstelle einer ganzrationalen Funktion eine (k - 1)-fache Nullstelle
der Ableitung der Funktion ist.

® 13 Von der Funktion f mit f(x) = x3 - 3x2 - 6x + 8 ist die Nullstelle x =1 bekannt. Bestimmen Sie
eine Linearfaktordarstellung von f, indem Sie den Graphen der Funktion zunachst um -1 in
x-Richtung verschieben und dann weiter wie im Beweis des Satzes 1 vorgehen.

o}
Seite 399
Losen Sie die Gleichung 2 = x - V2x - 4 und Uberpriifen Sie lhre Losung. Losung | Seite 442
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V Lineare Gleichungssysteme
o

3 Lineare Gleichungssysteme mit Parametern auf der rechten Seite
(o}

”\r_k”\’\'k’kr’\.—ki—k'\—\”

A+ K+ Z=2¢

Fir ein gro3es Fest mdchte Chris drei alko-
holfreie Cocktails aus Ananas-, Kirsch- und
Zitronensaft mixen. Dabei ist einer der Cock-
tails erfahrungsgemaf3 beliebter als die beiden
anderen, sodass er hiervon die doppelte
Menge herstellen mdchte. Erldutern Sie das
nebenstehende LGS, wenn s fiir die Menge in
Litern steht.

Es gibt lineare Gleichungssysteme, die neben den Variablen x4, X,, X3 ... auch noch Parameter
beinhalten. Stehen der Parameter r und die Variablen x4, X5, X3 ... auf verschiedenen Seiten des
Gleichheitszeichens - in der Regel der Parameter also rechts -, so lasst sich das zugehdrige LGS
ebenfalls mit dem GauB-Verfahren [6sen. Die Losungsmenge ist dann abhangig vom Parameter r,
wie im folgenden Beispiel gezeigt wird.

| 3%x4-2Xp+ X3=2r
Il 5%1-4x,- Xx3=2 lla=3-1+(5-1)
I xq+3x,-2Xx3=2r+6 lla=3-1+ (1)

| 3Xq- 2%yt X3=2r
Ila - 2%, -8x3=6-10r Ilb=1la:2
Illa Mxy = 7x3=4r+18 llb=11-Nla+2-1llla

| 3Xq-2Xy+  Xg=2r
Ib -Xp- 4x3=3-5r
b -102x3=-102r + 102

Gleichung lllb ist &quivalent zu x3=r-"1.

Setzt man dies in lla ein, erhdlt man -x, -4 -(r-1=3-5r.

Daraus ergibt sich x, =r +1.

Dies in | eingesetzt liefert 3x; -2 - (r+1 +(r -1 = 2r und damit 3x,=3r+3, also x;=r+"1.

Fir jedes r besitzt dieses LGS genau eine Losung, die vom Parameter r abhangt. Daher bezeich-
net man die Lésungsmenge, die das von r abhangige Losungstripel enthalt, mit L,.

Esist L= {(r+1; r+1; r-1)}. Beispielsweise ergibt sich fir r =2 die Lésungsmenge

L, ={(3;3; )} und fir r =-3 die Losungsmenge L_5 = {(-2; -2; -4)}.

-0
Stehen bei einem LGS auf der rechten Seite ein oder mehrere Parameter, so wird das LGS auf
Stufenform gebracht und schrittweise nach x,, ..., X3, X, und x4 aufgeldst. Dabei ist die Ldsungs-
menge in der Regel abhdngig von dem oder den Parametern.

Der Wert des Parameters kann die Losungsvielfalt eines LGS beeinflussen. So hat zum Beispiel
X9+ Xy =

das LGS X+ X

: fir r=1 unendlich viele Losungen, fiir r +1 aber keine Losung.
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Beispiel 1 LGS mit Parameter l§sen
Bestimmen Sie die Lésungsmenge des in Matrixschreibweise gegebenen LGS

17 1 -1|3

1 2 -1|r+4

3 -1 2[Mr-5

Losung

| 1 1-1|3 | 11 -1|3
{11 2 -1r+4 lla=1+(-1 lla {01 Ofr+1
M\3 -1 2[Mr-5 Mla=3-11+ (1 [lla \0 7 -5[-8r+17

Aus lla folgt x, =r + 1. Eingesetzt in llla folgt 7r + 7 - 5x3=-8r + 17 bzw. x3=3r - 2. Setzt

man diese Werte fiir x, und xs in | ein, so erhélt man x, = 2r. Esistalso L, = {(2r;, r+1; 3r-2)}.

Beispiel 2 Lésungsvielfalt in Abhéngigkeit eines Parameters bestimmen

2%+ Xg = X3 =r+1
Bestimmen Sie die Werte von r, fur die das LGS 3x; + 3x, = 2r keine bzw.
unendlich viele Lésungen hat. X1t X =r
Geben Sie im Fall unendlich vieler Losungen die Losungsmenge an.
Losung
| 2x4 + Xy = X3 = r+1 | 2X% + Xp = X3 =r+1
I 3xq + 3%y = 2r Il 3% + 3%, = 2r
M x; + X =r Mla=3-U+CI) llla 0=r
Aus llla folgt, dass das LGS fiur r+ 0 keine Lésung besitzt. In diesem Fallist L, = {}.
| 2x4 + Xp = %3 =1
Fur r =0 ergibtsichdas LGS Il 3x; + 3x; = 0. Dieses hat unendlich viele Losungen.
llla 0=0

Setzt man z.B. t = x4, dann folgt aus Il: x, = -t. Damit erhdlt man aus l:x3=t-"1.
Das LGS besitzt fur r =0 also unendlich viele Losungen mit der Lésungsmenge
LO = {(t; -t t- 1)|tE[R}.

Aufgaben

Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS in Abhangigkeit von r.

a) X=X+ x3=0 b) x4+ Xy = X3=2r ) =X{=Xy+t Xg3=-5
Xy = 2x3=4 Xp= Xz=r-1 Xp+ Xz=r+3
Xg=r-2 3X3=6r 4x3=13r
Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS in Abhangigkeit des Parameters.
a) X1t X - x3=0 b) 71 1 11t+2
2Xq = X9 t X3 = 3r <1—’I1t+2>
Xq + 2%, + X3 = 8r 2 -1 212t+6
0 X1t X X =3 d /1 10|3r
X1+ 2%y = X3 = S+t4 (1 012r+2>
3] = X, + 2X3 = Ms-5 0 -1 1l-r
e X T 3% = -3 D 71-1 1)2r+5
2%, + 4x3 = 4 3 0-2|-r-5
51 + X3 = 4s+1 1 2 0I3r+13
Bestimmen Sie fiir die Werte r=-1, r=2 und r =5 jeweils das Losungstripel des LGS.
a) 3x1 - 2X, =2 b) 2xq + X, + X3 = 2r+8
X1+ Xy - 5x3 = -21 -2xy + X3 =5
3xq + Xy = 10r+1 X1+ 3%y - 2x3 = -65r-1
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V Lineare Gleichungssysteme

O
O Test —0
4 Bestimmen Sie die Lésungsmenge des LGS in Abhangigkeit des Parameters.
a) 2x4- X;-3x3=0 b) 2x4 +2x3=2s+1
X1~ Xo— Xg=r-3 3%yt x3=-7
2Xq = 2Xy - X3=4r-5 X1t Xp =35—%
—0

@5

@6

o7

o8

9

e 10

Bestimmen Sie den Wert von r so, dass das LGS die angegebene Losung besitzt.

a) 2 X1 - 2X2 + X3 =
3)(1 -
4)(1 + Xy — X3

Xy + X3 =

Untersuchen Sie, ob es Werte von r gibt, sodass das LGS keine oder unendlich viele Losungen

-3
r-

2

3,5r

Losung:
(1,2, -1

b) /1111
201
031

r+2
2r+1
3

Losung:
(2;0;3)

besitzt. Geben Sie im Fall unendlicher vieler Lésungen die Lésungsmenge an.

a) 2xq +

Xp + X3 =

“Xy + X3 =
3Xy = 3X3 =1

1
2

b) X1t Xp t X3 =
2X4 - X3 =
X1 = Xy ~ 2X3 =

<
1
0

Geben Sie je ein LGS zu den beiden Losungsmengen A = {(2s;s +1;s-2)} und
B={(2s;s+1;s-2)|s€R} an.Beschreiben Sie den Unterschied zwischen A und B.

Der tégliche Nahrungsbedarf einer Schiilerin bzw. eines Schiilers betrégt pro Hauptmahlzeit und
kg Korpergewicht etwa 0,35g Eiweif, 0,4 g Fett und 2 g Kohlenhydrate.
a) Erldutern Sie mithilfe der Abbildung auf

dem Rand die Bedeutung der Gleichungen

des LGS im Sachzusammenhang.

a) Die Losungsmenge des LGS in Teilaufgabe a) ist L, = {(0,0094-r; 0,0955-r; 0,0046r)}. Anna

| 16,5%; +

2Xxy+0,8x3=0,35r

Il 04x;+ 02x,+ 82x3=04"r
Il 0,0%;+20,9x, +0,7x3=2-r

wiegt 58kg, Alex 71kg und Mia 64kg. Bestimmen Sie die Menge an Kabeljau, Kartoffeln und
Butter, die die drei fur eine ausgewogene Hauptmahlzeit zu sich nehmen sollten.

—o0
3X1 = 2Xp = X3 = 4r+1

Bestimmen Sie die Werte von r, sodass das LGS xq = 2x, - 2x3 = 2r+1 keine bzw. unend-
=Xq ¥ 2Xy + 2X3 = -r+3

lich viele Losungen besitzt. Geben Sie im Falle unendlich vieler Lésungen die Ldsungsmenge an.

Gegeben ist das LGS mit Parameter auf der linken und rechten Seite. Bestimmen Sie die
Lésungsmenge in Abhangigkeit von k.

a) k‘X1 + Xy + 3X3
2k xq + X5 + 3Xx3
2k‘X1 + 2)(2 + 6X3

Bestimmen Sie anhand des Graphen die Werte der Parameter a, b, c und d der Funktion f mit
f(x) =a-sin(b-(x - ) +d.

2
2
k -

1

b) 2xq4 = kexp + k-X3
4X1 - k'X2 + k‘Xg
ZX»] - k'X2 + k'X3

0
2
k-(k -2

—0

(e

Losung | Seite 453

Ernéihrungslehre 54
Die Ndhrstoffe

100 g Kabeljau:
Eiwei? 16,58 Ao
Fett 0,48 <=7 <
Kohlenhydrate 0,08
100g Kartoffeln
EiweiR 208 ’
Fett 0,28
Kohlenhydrate 20,98

100 g Butter:

Eiwei 08¢ 0
Fett 820¢g
Kohlenhydrate 0,78

Losung | Seite 453

Seite 401
Lésung | Seite 454

3 Lineare Gleichungssysteme mit Parametern auf der rechten Seite
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1 Elementare Kombinatorik

In der Eisdiele gibt es 24 Eissorten. Katharina will drei Kugeln kaufen. Wie viele Moglichkeiten

hat sie, ihr Eis zusammenzustellen, wenn sie

- auch mehr als eine Kugel pro Sorte kaufen wiirde und fir sie die Position der Eiskugel auf der
Waffel einen Unterschied macht,

- drei verschiedene Sorten wahlt (Position der Eiskugel wichtig),

- drei verschiedene Sorten wahlt (Position der Eiskugel egal)?

Wenn alle Ergebnisse eines Zufallsexperiments gleich wahrscheinlich sind (Laplace-Experiment),
liegt eine Gleichverteilung vor. In diesem Fall kann man die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
Anzahl der giinstigen Ergebnisse

Anzahl der méglichen Ergebnisse *

durch Abzdhlen bestimmen. Sie ist der Quotient

Die Kombinatorik beschaftigt sich mit der Bestimmung von Anzahlen. Als Grundmodell dient
das Ziehen aus einer Urne. Im Folgenden wird beispielhaft eine Urne mit fiinf Kugeln betrachtet,
die mit den Zahlen von 1 bis 5 nummeriert sind. Es werden drei Kugeln gezogen. Dabei sind vor
allem folgende drei Félle wichtig.

Ziehen mit Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
Wenn man die Reihenfolge notiert und die
gezogene Kugel nach jeder Ziehung wieder zu-
riicklegt, gibt es bei jedem Zug fiinf mogliche
Kugeln. Somit gibt es 5-5-5 =53 =125 Mdg-
lichkeiten.

Wenn die Urne n Kugeln enthalt und man k
Kugeln zieht, gibt es also nk Moglichkeiten.

Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge
Wenn man die gezogene Kugel nicht zuriick-
legt, verringert sich bei jedem Zug die Anzahl
der moglichen Kugeln um eins. Somit gibt es
5-4-3 =60 Moglichkeiten.

Wenn die Urne n Kugeln enthalt und man k
Kugeln zieht, gibt es

nh-1D-...-n-k+1 Mb’glichkelten

Esist n-(n-1-...-(n-k+1 = -w (vgl. Aufgabe 11). nl=n--1-h-2-...-2-1
Beim Ziehen von n Kugeln erglbt sich n-(n-1-...-2-1=nl ,n Fakultat”
Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge Diesen Fall bezeichnet
Wenn man die Reihenfolge auBer Acht l&sst, man auch als ,Ziehen mit
.4 . g.. . . . . ®®Q ®®® ®e® @% einem Griff".
gehdéren von obigen 60 Moglichkeiten jeweils 6  |D@Q)| | D@D | | D®Q| | D@ | DB
zum gleichen Ergebnis, denn 3 Kugeln kdnnen @9; gg 3?‘0 gg
auf 3!'=6 verschiedene Arten angeordnet wer- 9 % ,:'9 D@ @
den. Die Anzahl der Méglichkeiten ist also @20 @@@ @20 | | @D | | @D )
5:4-3 _ 60 _ 10 e —— Eselsbriicke:
3 "6 ~ DD | 2DV | 2DB| DD
Enthalt die Urne n Kugeln und zieht man k Ku- 200 0e®| @e® k Faktoren
n=-(n=2) (- 5
geln, so gibt es M= 3 aln-k+ D) _ E @2® €765) () 233
Mdglichkeiten (Binomialkoeffizient, ,n iber k“). §§§ gg Q§ K Faktoren

Es ist (E) - i (val Aufgabe 1.
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VIII Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

O
—O0
Satz: Aus einer Urne mit n Kugeln werden nacheinander k Kugeln gezogen. Die Anzahl der
Méoglichkeiten betragt
mit Zurlicklegen und mit ohne Zuriicklegen und ohne Zurticklegen und
Berticksichtigung der Rei- mit Beriicksichtigung der ohne Berticksichtigung der
henfolge Reihenfolge Reihenfolge
nk, n-n-1-...-(n-k+1. <E)
0

o1

02

03

Beispiel 1 Anzahlen durch Abzéhlen bestimmen

Eine Tastatur verfligt Uiber 26 Kleinbuchstaben, 26 Grof$buchstaben, zehn Ziffern und 21 Sonder-
zeichen. Bestimmen Sie die Anzahl der

a) moglichen Passworter aus flinf Zeichen,

b) mdglichen Passwdrter aus fiinf Zeichen, wenn kein Zeichen doppelt vorkommen soll,

c) Moglichkeiten, flinf verschiedene Zeichen daraus auszuwahlen.

Losung

a) Insgesamt sind es 83 Zeichen, also 83° = 3939040643 mogliche Passworter.

b) 83-82-81-80-79 = 3484127520 mogliche Passworter

5) (853) - 838281807 _ 79034396 Moglichkeiten

Beispiel 2 Wahrscheinlichkeit fiir vier Richtige beim Lotto bestimmen

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, beim Lotto ,6 aus 49" genau vier Richtige zu tippen.
Losung

Anzahl der Méglichkeiten:

- 6 aus 49 Zahlen zu tippen (mogliche Ergebnisse): (469)

- 4 der 6 gezogenen Zahlen zu tippen: <2)
- 2 der 43 nicht gezogenen Zahlen zu tippen: (423)
- 4 Richtige und 2 Falsche zu tippen (glinstige Ergebnisse): (2) . (423)

6\ (43
4)\2 .
Die Wahrscheinlichkeit fir vier Richtige betragt also ( 245) ) = 1;382%316 - 666,__,)48596 = 0,097%

6

Aufgaben

Funf Freunde gehen Pizza essen. Auf der Speisekarte gibt es zwolf verschiedene Varianten an
Pizza. Bestimmen Sie die Anzahl der Moglichkeiten,

a) wenn jeder eine beliebige Pizza auswahlt,

b) wenn jeder eine andere Variante auswahlt,

c) wenn die Freunde gemeinsam flinf verschiedene Varianten bestellen, die sie sich teilen.

Abgebildet ist ein Kfz-Kennzeichen aus Stuttgart. Es enthalt das S fur die Stadt Stuttgart und
danach eine Erkennungsnummer. Diese besteht aus einem oder zwei Buchstaben und einer bis
vier Ziffern (ohne fiihrende Null).

Bestimmen Sie die Anzahl der theoretisch méglichen Kfz-Kennzeichen in Stuttgart.

Bei einem Rennen mit acht Pferden werden zwei Wetten angeboten.

(1) Man wettet auf den Einlauf der ersten drei Pferde in der richtigen Reihenfolge.

(2) Man wettet auf den Einlauf der ersten drei Pferde, wobei die Reihenfolge egal ist.

a) Berechnen Sie die Anzahl der Méglichkeiten bei den beiden Wetten.

b) Berechnen Sie jeweils die Gewinnwahrscheinlichkeit, wenn man annimmt, dass alle Pferde
gleiche Gewinnchancen haben.

1 Elementare Kombinatorik

Mit dem WTR lassen sich
Binomialkoeffizienten
auch direkt berechnen.
Der Befehl lautet meist
nCr (n choose r).

Zwei der nicht gezogenen
Zahlen wurden getippt.

Vier der gezogenen
Zahlen wurden getippt.

BSSAN 2062
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O 4 In einer Urne befinden sich zehn Kugeln, die mit den Zahlen von 1 bis 10 beschriftet sind.
Man zieht dreimal eine Kugel. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass man
a) dreimal dieselbe Kugel erhélt, wenn man mit Zuriicklegen zieht,
b) drei verschiedene Kugeln erhalt, wenn man mit Zuriicklegen zieht,
c) die drei Kugeln mit den hdchsten Zahlen erhalt, wenn man ohne Zuriicklegen zieht,
d) drei Kugeln mit Zahlen grofer als 6 erhalt, wenn man mit einem Griff zieht.

O Test —O0 Losung | Seite 480

5 Samantha wéhlt aus einer Playlist mit 60 Titeln fiinf Songs fiir eine Joggingrunde aus. Bestim-
men Sie die Anzahl der Moglichkeiten, wenn
a) die Reihenfolge berticksichtigt wird und Songs auch mehrfach abgespielt werden kdnnen,
b) die Reihenfolge beriicksichtigt wird und kein Song mehrfach gespielt werden soll,
c) die Reihenfolge egal ist und kein Song mehrfach gespielt werden soll.

@ 6 Ineiner Bar gibt es 26 Tapas, wovon 16 vege-
tarisch sind. Begriinden Sie, dass (176> . (1??)

Moglichkeiten existieren, zehn Tapas zu bestel-
len, von denen genau sieben vegetarisch sind.

@ 7 Eine Urne enthilt sechs rote und vier schwar-
ze Kugeln. Es werden fiinf Kugeln ohne
Zurticklegen gezogen. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit, dass davon
a) drei rot sind, b) vier rot sind,

@ 8 Paco, Emil, Sebastian und Felix setzen sich
zuféllig nebeneinander auf eine Bank.
a) Bestimmen Sie die Anzahl der mdéglichen
Reihenfolgen.
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
Paco neben seinem Freund Emil und Sebas-
tian neben seinem Freund Felix sitzt.

© 9 Ineinem Hotel sind noch vier Zimmer frei, aber am Empfang stehen sechs Géste, die alle ein
Einzelzimmer haben wollen.
a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Gast ein Zimmer erhélt.
b) Das Zimmermadchen tippt zuféllig auf vier Gaste, denen der Empfangschef ihrer Meinung
nach ein Zimmer gibt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sie richtig rat.

© 10 Davina hat zwdlf Heidelbeer-, zehn Zitronen- und acht Himbeermuffins gebacken. Sie machte
ihrer Nachbarin sechs Muffins bringen und wahlt diese zuféllig aus. Ordnen Sie jedem Ereignis
die richtige Wahrscheinlichkeit zu. Formulieren Sie zur lbrig bleibenden Wahrscheinlichkeit ein
passendes Ereignis im Sachzusammenhang und begriinden Sie Ihre Zuordnung.

(A) Die Nachbarin erhalt (B) Die Nachbarin erhalt (C) Die Nachbarin erhalt
4 Heidelbeer-, 1 Himbeer- von jeder Sorte 2 Muffins nur Heidelbeer- und Zitro-
und 1 Zitronenmuffin. . nenmuffins. “
Q) ¥)) 3) 0
10\ (8 12\ (10\ (8 108
5 i ’ 22 4
3)\2)\1 2 2)\2 (6 ) -
NS Nl N
i ( ) 730\ (36 )
6 6 (6 )
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e 16

e 17

VIl Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
o

Zeigen Sie.

a) n~(n—1)~(n—2)'...-(n—k+1)=ﬁ b) <E>=ﬁ'_k)|

@ Test 0 Losungen | Seite 481

Bestimmen Sie beim Lotto 6 aus 49 die Wahrscheinlichkeit fiir drei Richtige.

Die elf Spieler einer Fuf3ballmannschaft stellen sich in einer Reihe auf. Bestimmen Sie die Anzahl
der mdglichen Reihenfolgen,

a) die es insgesamt gibt,

b) bei denen Benjamin an Position 3, Luca an Position 10 und Finn an Position 7 steht,

c) bei denen Benjamin, Luca und Finn in dieser Reihenfolge direkt hintereinanderstehen.

Eine Tiite mit Blumenzwiebeln enthélt drei Krokus-, zwei Narzissen- und fiinf Tulpenzwiebeln.
Adam entnimmt der Tute zuféllig drei Zwiebeln. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er
mindestens eine Krokus- und mindestens eine Narzissenzwiebel erhalt.

Begriinden Sie die Gleichheit mithilfe der Vorstellung ,k Objekte aus n auswahlen”.

o (1) (Lo =n o ()-rwma (G0 (7)<

Von einem ,Vierling” beim Lotto 6 aus 49 spricht man, wenn unter den sechs gezogenen Zahlen
vier direkt aufeinanderfolgende Zahlen sind und es sich nicht um einen ,Fiinfling” oder ,Sechs-
ling” handelt.

. . 49 -4 -1 44 . A , -
a) Begriinden Sie, dass es 9 =1 verschiedene Vierlinge gibt, die die Zah-

len (1;2; 3; 4) enthalten, aber <49 _24 - 2) = (423> verschiedene Vierlinge, die (23; 24; 25; 26) ~ Seites das Lotto 6 aus
49 gibt, gab es noch nie
enthalten. einen Sechsling, aber
b) Bestimmen Sie die Anzahl méglicher Vierlinge und die Wahrscheinlichkeit eines solchen. schon 17 Vierlinge und
¢) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit eines Fiinflings und die eines Sechslings. zwei Fiinflinge (Stand:
August 2021).
Bestimmen Sie die Anzahl der Méglichkeiten, 65 Schiilerinnen und Schiiler mit Mathematik-
Leistungsfach auf drei Kurse zu verteilen, von denen zwei aus 22 und einer aus 21 Personen
bestehen.
o
Seite 405
Beschreiben Sie, wie der Graph der Funktion f aus dem Graphen von g mit g(x) = x2 entsteht. Lésungen | Seite 481
Geben Sie die Koordinaten des Scheitels an.
fx) =2x2-1 f(x) =0,5(x +1)2 fx)=-x-12-2

Beschreiben Sie, wie der Graph der Funktion g aus dem Graphen der Funktion f entsteht, und
geben Sie einen Funktionsterm fiir g an.

£ = % £ = x3 £00 = Vx

y

24

11—/ G

X
2 123
_1 -
-24
4 -3+ Gg

1 Elementare Kombinatorik 305



1 Die Normalverteilung

Verteilung der
Intelligenz in der
Als ein mdgliches Maf3 fiir die menschliche Intelligenz wird der Intelli- Bevélkerung
genzquotient (IQ) verwendet, dessen Wert mithilfe eines Tests ermittelt
wird.
Beschreiben Sie die Darstellung und erldutern Sie deren Bedeutung,
insbesondere auch die der beiden waagerechten Skalierungen.
Untersuchen Sie die Beziehung zwischen der oberen waagerechten ; ; : ‘
Skalierung und der Kurve. L LPo e YA W
. . SR . © 1 1 10 20304050607080 90 ' 99 1Q
Welche 1Q-Werte wiirden Sie als durchschnittlich interpretieren? T T r T T T i
55 70 85 180 115 130 145

Bei einer sehr groRen Anzahl von 17-Jahrigen wurde die Kdrpergréfie in cm gemessen und in
Intervalle der Lédnge 5cm eingeteilt. Aufgrund der hohen Anzahl gemessener Grofien kann man
die ermittelten relativen Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten interpretieren.

Fig. 1 zeigt die Verteilung der Wahrschein- 0,057Y
lichkeiten in einem Histogramm. Bei diesem 0,04
entspricht der Flacheninhalt jeder Saule der 0,03
zugehdorigen Wahrscheinlichkeit. Der in Fig. 1 0,02

orange markierte Flacheninhalt gibt die Wahr- 0,01 4l_l_ .
0

scheinlichkeit an, dass ein zuféllig ausgewahl- 150 15 10 7R 175 180 185 130 195 200
ter 17-)ahriger zwischen 170 cm und 180cm
grofd ist.

Fig.1

Wenn man die Korpergrofie in Intervalle der
Lange 1cm einteilt, erhalt man das Histo-
gramm in Fig. 2. Geht man zu Intervallen mit
immer kleinerer Lange Uber, so ndhern sich die
zugehdrigen Histogramme der rot gezeichne-
ten Kurve an. Fig.2
Sie hat ein Maximum an der Stelle x, =178, ist achsensymmetrisch zur Geraden mit der Glei-
chung x =178 und besitzt zwei Wendepunkte bei x;=170,5 und x,=185,5.

Die Kurve hei3t GauB8'sche Glockenkurve. Man kann zeigen, dass sie der Graph der Funktion
_(x-178)?

. 1 > .
75 mit (X)) =——="-e 275 jst.
178,75 ©178,75 75 Van

In der Tabelle sind Unterschiede zwischen Histogramm und Glockenkurve dargestellt:

Histogramm Glockenkurve
y-Werte sind nur fiir endlich viele x-Werte gegeben. y-Werte sind fur jeden reellen x-Wert gegeben. Es gibt auch diskrete
Die zugehdrige Verteilung gehort zu den diskreten Die zugehorige Verteilung gehort zu den Verteilungen, bei denen
Verteilungen. stetigen Verteilungen. fiir jede nattirliche Zahl
Wahrscheinlichkeiten entsprechen der Summe der Wahrscheinlichkeiten entsprechen dem Flachen- ein y-Wert gegeben ist.
Flacheninhalte zugehériger Saulen. inhalt zwischen x-Achse und Glockenkurve tiber

Weitere stetige Verteilun-
gen werden ab Seite 382
behandelt.

dem zugehdrigen Intervall.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig y -
0,05 y (\0178; 7]5(X)
ausgewahlter 17-Jahriger zwischen 1770cm und 0,04
180cm grof ist, entspricht also dem Inhalt der ggg
orange markierten Flache in Fig. 3, d.h. 0',01 <
180
0

| @178, 7500 dx = 0,462 (TR). 150 155 160 165 170 175 180 185 190 195 200
70 Fig. 3
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X Normalverteilung

(x - w?

. . . . 1 - , .
Allgemein nennt man die Funktion @, ; mit @, ;(x) = = 20 Gauf3'sche Glockenfunktion.
Sie hat ihr Maximum bei x, = und bei x;., = u £ ¢ Wendestellen.

Fur Stammfunktionen von @, ldsst sich kein integralfreier Term angeben. Das Integral kann

daher nur ndherungsweise mit Hilfsmitteln berechnet werden.

Eine Zufallsgréfle, deren Verteilung mit der Gauf3'schen Glockenfunktion beschrieben werden
kann, nennt man normalverteilt, die Parameter p und ¢ nennt man Erwartungswert und Stan-
dardabweichung der Zufallsgrofie.

Definition: Eine Zufallsgréfie X heiflt normalverteilt mit den Parametern u (Erwartungswert)
und o (Standardabweichung), wenn fir zwei reelle Zahlen a und b mit a = b gilt:
Die Wahrscheinlichkeit, dass X Werte zwischen a und b annimmt, ist

b
P@=X=b)= Jcp“;c,(x)dx.

Man sagt kurz: X ist N, ~verteilt. Die Normalverteilung ist eine stetige Verteilung.
Man nennt @, ; GauBi’sche Glockenfunktion, ihren Graphen Gauf’sche Glockenkurve.

Im Gegensatz zu diskreten Verteilungen hat bei stetigen Verteilungen ein einelementiges
Ereignis die Wahrscheinlichkeit 0, denn es ist P(X=a)=P(@=X=<a) = T (p”;o(x)dx =0.
Das heifdt, dass obwohl P(X = a) = 0 ist, das Eintreten von X =b a mégl?ch ist. Weiterhin folgt,
dassP(@=X=b)=P(@<X<b)=P(@<X=b)=P(@=X<b) =J(pp;0(x)dx gilt.

a

Mit der Normalverteilung lassen sich statistisch erhobene Daten modellieren, insbesondere dann,
wenn sie gleichmaBig um einen Normwert schwanken. Sind n solche glockenfdrmig verteilten

Daten {X4; Xy; ... ; Xn} gegeben, so nimmt man als Parameter u das arithmetische Mittel x der

n
Daten: p=x = % > x;. Fir die Standardabweichung ¢ kann man die gemittelten quadratischen
i=1

Abweichungen der einzelnen Daten x; zum Mittelwert X verwenden und zieht daraus die Wurzel.

n
Esist o= ‘I% > xi(x; = X)2.
=

Zur Berechnung der Parameter j1 und ¢ aus einem gegebenen Satz von Daten kann man speziel-
le Funktionen des Taschenrechners verwenden.

Beispiel 1 Wahrscheinlichkeiten mit Normal- und Binomialverteilung ermitteln

In einer grof3en Backerei werden maschinell Backwaren produziert. Die Masse (in Gramm) eines

Vollkornbrotchens wird als normalverteilt angenommen mit pu =73 und ¢ = 6.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass fiur ein zufallig ausgewahltes Vollkornbrdtchen
gilt: Die Masse des Brotchens betragt
(1) wenigerals 70g, (2) auf Gramm gerundet 75g, (3) exakt75 g.

b) Eine Filiale bezieht téglich 200 dieser Vollkornbrotchen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass darunter weniger als 50 Sttick sind, deren Masse unter 70 g liegt.

Losung

Die N, ¢-verteilte Zufallsgrofie X beschreibt die Masse der produzierten Vollkornbrétchen.

a) (1) P(X<70) = 0,309 (2) P(74,5 =X <755) = 0,063 (3) PX=75=0

b) Die Zufallsgrofie Y beschreibt die Anzahl der Vollkornbrétchen in der Filiale mit einer Masse
unter 70g. Damit ist Y binomialverteilt mit n =200 und p = P(X < 70) = 0,309.
Also ist P(Y <50) = P(Y = 49) = 0,028.
Die Wahrscheinlichkeit, dass in die Filiale weniger als 50 Brétchen mit einer Masse unter 70 g
geliefert werden, ist etwa 0,028.

1 Die Normalverteilung

Die Funktion ¢, ; wird
ab Seite 372 naher
untersucht.

Der zugehdrige
Taschenrechner-Befehl
heit z.B. ,normalcdf”
oder ,normalcd”.

Funktionswerte von

¢, sind keine Wahr-
scheinlichkeiten, denn fiir
jedes a ist zwar

@y,0(@) >0, aber

P(X=a) =0.

Esist
PX<70)= [ @73,6(0dx.

70

Bei der Berechnung mit
dem Taschenrechner kann
man - o durch eine sehr
kleine Zahl, z.B. -1000,
ersetzen.
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Beispiel 2 p und ¢ aus Datensatz ermitteln

Die Kérpergrofien von 25 Volleyball-Spielerinnen einer Schulmannschaft wurden auf Zentimeter
genau gemessen und die Ergebnisse in einer Tabelle dargestellt. Zur Modellierung der Daten
wahlt man die Normalverteilung.

Grofse 165 168 169 170 172 174 175 177 179
Anzahl 1 1 3 3 7 4 3 1 2

a) Nennen Sie Griinde, warum zur mathematischen Beschreibung dieser Daten die Normalvertei-
lung verwendet werden kann.

b) Ermitteln Sie mit einem digitalen Hilfsmittel je einen passenden Wert fiir u und o. Hier muss die zugehérige
c) Bestimmen Sie damit die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewahlte Spielerin kleiner Funktion des Taschen-

als 170cm ist, und vergleichen Sie dies mit der tatsdchlichen relativen Haufigkeit. rechners genutzt werden.
Losung

a) Bei 172 ist ein Maximum erkennbar. Die weiteren Daten liegen ndherungsweise symmetrisch
um diesen Wert und werden mit zunehmendem Abstand zur Maximumstelle kleiner.

b) Mit einem digitalen Hilfsmittel (TR) ergibt sich p =172,4 und o = 3,26.

) X steht fiir die KérpergroBe einer Spielerin und ist Ny, 4, 3 267verteilt: P(X < 170) = 0,231.

Als relative Haufigkeit ergibt sich L +215+ 3 % =0,2. Sie ist kleiner als P(X < 170).

Aufgaben

Die Zufallsgrofle X beschreibt die Masse (in Gramm) einer Sorte von Walnusskernen. X ist normal-
verteilt mit p=3,5 und o =0,5. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit daftr, dass die Masse X
eines zuféllig ausgewahlten Walnusskerns die entsprechende Bedingung erfiillt.

a) P(X<3,3) b) P(X=3,9) c) P(X>39) d) P(Xe]-o; 3])

e) P(X=3,5) f) P(Xe[2,9;3,5)) g) PG <X=4) h) P(X>2,5)

Die ZufallsgroBe Y beschreibt die Fiillmenge (in Millilitern) einer Flasche mit Fruchtsaft. Sie ist
normalverteilt mit =202 und o =5. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden
Ereignisse. Sie beziehen sich jeweils auf eine zuféllig herausgegriffene Flasche.

A: ,In der Flasche sind exakt 200 ml Saft.” B: ,In der Flasche sind mehr als 200 ml Saft”
C: ,In der Flasche sind mehr als 205 ml oder D: ,In der Flasche sind zwischen 196 ml und
weniger als 195ml Saft enthalten.” 210 ml Saft enthalten.”

Die Ngo. s-verteilte Zufallsgrofe X gibt die Brenndauer einer Wunderkerze in Sekunden an. Formu-
lieren Sie das gegebene Ereignis im Sachkontext und berechnen Sie seine Wahrscheinlichkeit.
a) 20=X=35 b) X>25 c) 55<X<65 d) X=33

Fur die Bearbeitung einer Mathematik-Aufgabe bendétigen Priiflinge unterschiedlich viel Zeit. Die
Tabelle gibt den auf ganze Minuten gerundeten Zeitbedarf an.

Zeitbedarf (in min) 4 5 6 7 8 9 10 1
Anzahl der Priiflinge 2 3 6 9 7 4 2 2
a) Erldutern Sie, warum man diese Daten mit einer Normalverteilung modellieren kann.
b) Ermitteln Sie passende Werte fir die Parameter p und o.

c) Berechnen Sie mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe b) die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufal-
lig ausgewahlter Prifling flir die Bearbeitung der Aufgabe weniger als 7,5min bendtigt.

O Test —0 Losung | Seite 492

Eine Zufallsgréle X ist normalverteilt mit p =10 und o =5. Berechnen Sie die Wahrscheinlich-
keiten P(15 = X =30), P(X>20) und P(X <0).

—o
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X Normalverteilung
O

@ 6 In einer schwiabischen Béckerei wird zur Herstellung von Brezeln Teig portioniert. Die 100 Portio-
nen Teig werden gewogen und ihre Masse auf Gramm gerundet notiert.

Masse (in g) 51 52 53 54 55 56 57 58 59
Anzahl der Teigportionen 2 5 13 19 23 17 " 7 3

a) Erldutern Sie, warum man die Messwerte mit einer Normalverteilung modellieren kann, und
ermitteln Sie die zugehérigen Werte der Parameter p und o. 55,5

b) Bestimmen Sie mit den Parametern u und o aus Teilaufgabe a) das Integral J @y, o X dx.
Interpretieren Sie das Ergebnis im Sachkontext.

@ 7 Bei einer Umfrage hat jede Oberstufen-Schiilerin ihre Schuhgréfe als ganze Zahl zwischen 35 Hier muss fiir Schuhgréfe
und 43 angegeben. Die ZufallsgroRe X gibt die Schuhgréfe an. Man nimmt an, dass sie »37" bzw. 40 bis 42" ein
N3g 5, 1 g-verteilt ist. Bestimmen Sie damit ndherungsweise, welcher Anteil der Schiilerinnen g:&gﬂﬁtjilrzt;wau
a) die Schuhgrofie 37 hat, b) die Schuhgréfie 40 bis 42 hat.
Erldutern Sie Ihr Vorgehen.

© 8 Gegeben ist eine N5, 3-verteilte Zufallsgrofie X. Zur Bestimmung von P(1=X =5) rechnet Svenja
P (X =5)-P(X=0) Korrigieren Sie ihre Rechnung und erldutern Sie ihren Fehler.

© 9 Die Masse von Eiern (in Gramm) einer Hiihnerart ist normalverteilt mit p =55 und ¢ = 5.
a) Bestimmen Sie den Anteil der Eier, deren Masse grofer als 59g ist.
b) Ein Verkaufer kommt mit einer grolen Anzahl solcher Eier auf den Wochenmarkt. Bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeit, dass man beim Kauf von 20 Eiern mindestens acht erhilt, deren
Masse grofier als 59 g ist.

¢ 10 Es ist X eine Nqqp, ,5-verteilte Zufallsgrofie. Geben Sie zum gegebenen Intervall ein weiteres
offenes Intervall an, das exakt dieselbe Wahrscheinlichkeit hat.
a) ]75; 100[ b) 180; 130[ c) ]-o0; 99[ d) 120; 30[ e) 125; oo ) 195; 110[

@ Test o’ Losung | Seite 492

11 Es wird angenommen, dass die Brenndauer Z (in Stunden) einer bestimmten Taschenlampe bei
aufgeladenem Akku normalverteilt ist mit p =30 und o = 5. Eine Baumarktfiliale kauft 500 die-
ser Taschenlampen beim Hersteller. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 80%
davon lénger als 25 Stunden brennen.

—0
® 12 Gegeben ist eine N, ,-verteilte ZufallsgrofRe Z. Betrachtet wird die Funktion @, ,, die einem
x-Wert die Wahrscheinlichkeit P(Z =< x) zuordnet. Die Funktion @5, , ist also gegeben durch
X
®;,0)=PZ=x = f @7, dt. O, ist die Integralfunk-
- tion zu ¢, zur unteren
Man nennt ., die zu Z gehérige Verteilungsfunktion. Grenze - .

a) Erstellen Sie eine Wertetabelle der Funktion ®;,, mit mindestens fiinf x-Werten mit 0 < x <13
und skizzieren Sie damit die Graphen von ¢, , und @5, in das gleiche Koordinatensystem.

b) Begriinden Sie: Die Funktion @, , ist streng monoton steigend.

¢) Ermitteln Sie Xle ®;,, () und erldutern Sie thre Antwort.

(o]
Seite 407
Gegeben sind die Punkte P(2]-1[1) und Q(3]2|-1) und die Ebene E:3x;-5x,+ 4x5=5. Lésung | Seite 493

Berechnen Sie jeweils den Abstand der Punkte P und Q zur Ebene E.
Bestimmen Sie die Koordinaten des Fu3punktes von P auf E.
Ermitteln Sie die Koordinaten eines Punktes R, der doppelt so weit von E entfernt ist wie P.

1 Die Normalverteilung 371



2 Die Gaufd'sche Glockenfunktion

Ordnen Sie jedem der drei Graphen je einen Funktionsterm zu.

0,35
1+x2

fx) = %e_% gix)=1-0,3 (e§ + e_%) h(x) =

Beschreiben Sie charakteristische Eigenschaften der Graphen
bzw. der Funktionsterme.

+0,05

BNy PR

In dieser Lerneinheit soll die Gaufi’sche Glockenfunktion ¢, ; genauer untersucht werden.

Zunéchst betrachtet man die Funktion @, 4
2

X
mit @o,1(x) = ﬁeT

Man kann zeigen, dass sie bei xy, =0 ein Ma-
ximumund bei x4, =ptoc=0x1=121

Wendestellen hat (vgl. Aufgabe 14).

Ihr Graph verlauft symmetrisch zur y-Achse. e
Es ist Xgrp ©o,1() =0 (vgl. Kapitel II). -43372 4--5

Folgende Eigenschaften gelten fiir die Funktion @q, ¢

Q) J ®o,1 (0 dx =1, (2) o1 =0.

=) X2
Dass J @o,100)dx =1 gilt, l&sst sich beweisen.  Fir jedes x€R ist e 2 = 0. Also ist auch

tet : = 0.
Der Beweis ist jedoch nicht elementar. stets @o,1 ()

(1) und (2) sind die Eigenschaften einer Dichtefunktion (oder Wahrscheinlichkeitsdichte).

Fur eine stetige Zufallsgréfle X ist die Dichtefunktion die Funktion, die man Uber einem Intervall |
integrieren muss, um die Wahrscheinlichkeit P(X&€1) zu berechnen. Die Funktion @, 4 ist die
Dichtefunktion der Standardnormalverteilung, d.h. der Normalverteilung mit u=0 und o="1.

Zur Transformation des Graphen von g4 zum Graphen einer beliebigen Gau'schen Glocken-
funktion @, ,, bei der im Allgemeinen p+0 und o+ 1 ist, wird der Graph von @, mit ¢ in
x-Richtung gestreckt. Um trotz der Streckung in x-Richtung die Bedingung J @, dx=1 zu

erfillen, wird mit % in y-Richtung gestreckt. Im letzten Schritt wird der Graph um 1 in x-Richtung
verschoben. Hierbei @ndert sich der Flacheninhalt zwischen Kurve und x-Achse nicht.

Streckung in x-Richtung mit ¢ Streckung in y-Richtung mit % Verschiebung in x-Richtung um

y y y
04} 04
y=9,.,0
2+ 0,2
5 y=(P0;5(X) o
1 1 ) X 1 4 S
-4 -4 2 0 2 4 4 2 (O [ 2 | 4
- 2
x @ X2 SR PR L)
D) = 2 2 - ' 2 2 - 2 2
‘90;1(0) me o @, (%) G\/He o (Pp,-o(X) 6\/56 o

Bei allen drei Transformationen bleiben die Funktionswerte stets positiv.
Daher erfiillt die Funktion @, ; wie @, 1 die beiden Bedingungen einer Dichtefunktion.
Auch das Globalverhalten von @y, | Ubertrégt sich: Es ist  lim @, ;(x) = 0.

X—too
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X Normalverteilung
O

Man kann zeigen, dass die Funktion @, ; bei p ihr globales Maximum und bei p + ¢ Wendestel-

. 04
len hat. Das Maximum hat den Wert @, 5(1) = gqﬁ -el= c\;ﬁ =45 . vgl. Aufgabe 15

2
-%= e7 024

Die y-Koordinate der Wendepunkte ergibt sich zu ¢, ;(11 + 0) = 5 1271 ‘e PR

Definition: Die Dichtefunktion ¢, , einer N, ,-verteilten Zufallsgrofie ist gegeben durch
(x=w?

(pN;O(X)=G1ﬁe 20? (J“lEIRI GE[R+)‘
Satz: Es gilt ¢,,,(x) >0 fiir alle x€R. Das globale Maximum von @, ; ist bei xo = und

betrégt etwa 0%,4, die Wendestellen sind x;=p -0 und x, =p + 0. Esist Xl_i)rpoqu“;G(x) 70!

o1

02

03

o4

Beispiel Glockenkurve skizzieren

a) Geben Sie den Funktionsterm der Dichtefunktion @, , an.

b) Geben Sie die Maximumstelle, das Maximum und die Wendestellen von ¢, , an.

c) Skizzieren Sie die Glockenkurve zu ¢4, , mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe b).

d) Veranschaulichen Sie grafisch die Wahrscheinlichkeit P(2 <X < 6) fiir eine N, ,-verteilte
Zufallsgrofie X.

Losung

a) Q4,00 = 5=e”

a) Maximumstelle: xy = p = 4.

Maximum: @, ;(4) = % = 0,2.

Wendestellen: x,=p-0=4-2=2 und
Xp=p+o=4+2=6.
c), d) vgl. Grafik rechts

(x - 4)?

Aufgaben

In der Abbildung sind Graphen zu Funktionen

¢, ¢ dargestellt.

a) Ermitteln Sie, welcher der dargestellten
Graphen zur Funktion @, 1 gehort.

b) Geben Sie fiir die anderen Graphen passen-
de Werte fur p und ¢ an. Beschreiben Sie,
wie diese Graphen durch Verschieben und
Strecken des Graphen von g, 4 entstehen.

c) Geben Sie die Bedeutung von p und o fiir
eine N, ;verteilte ZufallsgroBe X an. -4 -3 -2 141

Die Zufallsgroe X ist normalverteilt mit der gegebenen Dichtefunktion. Geben Sie deren Term an
und skizzieren Sie ihren Graphen mithilfe des Hochpunktes und der Wendepunkte. Markieren Sie
die Flache, deren Inhalt der Wahrscheinlichkeit P(Xe[-1;2[) entspricht.

a) @o,1 b) @5, Q) @21 d) @o,2

e) @24 ) @305 8) 42 h) @104

Eine Gauf3'sche Glockenkurve hat die Wendestellen x4 =11 und x, = 29. Geben Sie den Term der
zugehorigen Dichtefunktion an.

Zeigen Sie: Die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung ist fiir x <0 streng monoton wach-
send und fur x > 0 streng monoton fallend.
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O 5 a) Zeigen Sie: Der Graph der Funktion @, 1 ist achsensymmetrisch zur y-Achse.
b) Begriinden Sie: Der Graph der Funktion ¢, , ist achsensymmetrisch zur Geraden x = p.

06 Gegeben ist die Funktion @3, 50. Ordnen Sie die Funktionswerte mit dem Zeichen ,=".
A @30,2(-10) C @30,20(50) E (30,20(30) G 30,2020
B @3 2080 D @30,20(95) F 030,20(40)
O 7 Begriinden Sie, warum die Graphen A, B, C y

und D keine Dichtefunktion einer normal-
verteilten Zufallsgroie darstellen.

O 8 a) Berechnen Sie fir eine N, y-verteilte
Zufallsgréfle X die Wahrscheinlichkeit, dass
die ZufallsgréRe einen Wert zwischen 30

) 1 | — : k O
und 70 annimmt. 8- =6 -4
b) Erldutern Sie, wie sich die Wahrscheinlichkeit aus Teilaufgabe a) dndert, wenn sich
(1) u verkleinert, (2) p vergrolert, (3) o verkleinert, (4) o vergroflert.

O Test —O0 Losung | Seite 493

9 Gegeben ist die Funktion @s, .
a) Geben Sie ihren Term an und bestimmen Sie ndherungsweise ihr Maximum.
b) Skizzieren Sie den Graphen von @s, , mithilfe des Hochpunktes und der Wendepunkte.
c) Esist X eine Ns_,-verteilte ZufallsgroBe. Veranschaulichen Sie die Wahrscheinlichkeit
P(2 <X =6) am Graphen aus Teilaufgabe c).

o
@ 10 Zu einer normalverteilten ZufallsgréBe X ist y
der Graph ihrer Dichtefunktion gegeben. 08T Graph der
a) Ermitteln Sie ndherungsweise den Wert des 0,6+ Dichtefunktion
Erwartungswertes und der Standardabwei- 04
chung von X.
b) Geben Sie P(X=2) an. 02+
c) Bestimmen Sie ndherungsweise anhand : : :
der Grafik P(X>3) und P(1,4 = X = 1,8). 0 1 2 3

e 11 Abhéngig vom Nahrungsangebot wird eine Forelle in der Regel zwischen 20cm und 80cm lang.
Fliegenfischer Thomas nimmt an, dass die Ns, 4¢-verteilte Zufallsgréfe L die Lénge einer zufallig
gefischten Forelle beschreibt. Die Abbildung zeigt den Graphen der zu L gehérigen Dichtefunktion.
a) Ermitteln Sie ndherungsweise das Maxi- y
mum der Dichtefunktion und bestimmen
Sie den y-Wert, der der blauen Markierung
auf der y-Achse entspricht.

b) Ermitteln Sie grafisch, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit eine zuféllig gefischte Bach- : | | | | 1 X

forelle l@nger als 70cm ist. 20 0 20 | 40 | 60 | 80 | 100 | 120
x +20

c) Interpretieren Sie die Gleichung J @s0, 16X dx = 0,24 im Sachkontext und ermitteln Sie
grafisch deren Losung. X

d) Thomas' Kollege Tobias sagt: ,Die Modellierung der Bachforellen-Lange mit der Zufallsgrofie L
kann nicht stimmen, weil keine Bachforelle kleiner als 0cm, aber P(L < 0) = 01% ist”
Nehmen Sie Stellung zu dieser Aussage.
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X Normalverteilung
O

¢ 12 Gegeben sind Funktionswerte @, 5(-1). Ordnen Sie diese mit dem Zeichen ,=".

A @s53(-1) B @g,5(-1 C @351 D gy 5(-1) Eg.s3(-1)

@ 13 Beurteilen Sie die Aussage: ,Die Dichtefunktion einer normalverteilten Zufallsgréfie hat nie Funk-
tionswerte, die grofer als 1 sind.”

@ 14 Bestimmen Sie mit Mitteln der Differenzialrechnung die Koordinaten des Hochpunktes und der
Wendepunkte der Dichtefunktion der Standardnormalverteilung.

© 15 Der Graph von @y, 1 hat den Hochpunkt H (0‘%) und die Wendepunkte WM(H %e‘oﬁ).

a) Leiten Sie daraus mithilfe von Streckung und Verschiebung des Graphen von ¢, 4 her, dass
¢, c seine Maximumstelle bei p und seine Wendestellen bei p + ¢ hat.

b) Ermitteln Sie die y-Werte des Hochpunktes und der Wendepunkte des Graphen von @, ;.
c) Begriinden Sie die beiden Faustregeln, dass das Maximum von @, ; etwa < betrégt und die
y-Koordinate der Wendepunkte etwa dem 0,6-Fachen des Maximums entspricht.

@ 16  Bestimmen Sie fiir eine normalverteilte ZufallsgroRe X den Wert p und ermitteln Sie durch Pro-
bieren einen ganzzahligen Wert fir g, sodass die gegebene Bedingung gilt.
a) P(X<1,5)=P(X>10,5) = 0,26 b) P(X=33)=0,369 und P(X =z 27) = 0,631

e 17 Fir eine N,, overteilte ZufallsgréBe X gilt P(u - o =X = p + o) = 0,683. Bestimmen Sie damit den Auf Seite 376 ff. werden

Wert des gegebenen Integrals. weitere sogenannte
p-o p+o Sigma-Regeln behandelt.

a) | @.0dt b | @ .®dt O | ¢.bdt
o “ p*o

@ Test 0 Losung | Seite 493

7 b
18  Fur eine Funktion @,,, ; wird f(p“;c,(x)dx bestimmt. Es gibt ein Integral J(p“;o(x)dx, das exakt
5 a

den gleichen Wert hat, wobei a#5 und b+ 7 ist. Bestimmen Sie ganze Zahlen a und b fiir die
gegebenen Werte von p und o.
a)u=70=2 b) p=10, c=3 ) u=0 0=1

® 19 Ermitteln Sie den Wert von ¢ in Abhéngigkeit von u (+ 0), fiir den @, (0) maximal ist.

@ 20 Gegeben sind die Funktionen g und h mit g(x) = e™** und h(x) = e™x
a) Skizzieren Sie die Graphen von g und h in ein gemeinsames Koordinatensystem.
b) Die Graphen von g und h schneiden sich in zwei Punkten. Bestimmen Sie die Koordinaten
dieser Punkte und untersuchen Si1e, wo der Graph von g oberhalb des Graphen von h liegt.

c) Bestimmen Sie ndherungsweise Je‘xzdx. Verwenden Sie dazu geeignete Wahrscheinlichkei-
1

ten einer normalverteilten Zufallsgroie X.
Hinweis: Vergleichen Sie die Terme der Funktionen von g und ¢, ,. Wahlen Sie einen geeigne-
ten Wert fiir o.

d) Bestimmen Sie mit den Ergebnissen der Teilaufgaben a) bis c) den Inhalt der Flache, die die
Graphen von g und h einschlieBen.

. -2 2 Seite 407
Gegeben sind der Punkt P(10]-8]5) und die Gerade g: x={ 1|+r-{ 1|, reR. Losung | Seite 493
Bestimmen Sie den Abstand von P zu g. 2 -2
Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punktes Q, der von P und g gleich weit entfernt ist.

2 Die Gauf¥’sche Glockenfunktion 375
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