Abhéangigkeit und Anderung - Ableitung
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Differenzenquotient — Sekantensteigung

Definition

Beispiel

Wenn eine Funktion f auf dem Intervall [a; b]| f(x) = %xz +X XER

definiert ist und sowohl x, als auch x, + h in
diesem Intervall liegen, dann heif3t der

f(xo+ h) -
Quotient W+ 1) = k) :l )

von fim Intervall [xy; X, + h].

Differenzenquotient

Geometrische Bedeutung

Der Differenzenquotient ist die Steigung m,
der Geraden (Sekante) durch die Punkte

P (xo [f(xg)) und Q(x, + h1f(x, + h)) des
Graphen der Funktion f.

Mit x,€R und x,+ heR erhélt man
P(x0 ng + xo) und
Q(xo + h[F(xo + W2+ (xg + ).
Folglich:

( (%o + )2 + (xq + h)) ( 24 xo)

—xoh + 124 h

_2 4
s h
1, .1
_h-(ix0+zh+'])
m=—"+n
ms=1xo+%h+1

Differenzenquotient - Mittlere Anderungsrate

Definition

Wenn eine Grof3e g auf dem Zeitintervall
[t; t,] definiert ist und sowohl die Zeitpunk-
te t, als auch t; + At in diesem Intervall lie-
gen, dann heifdt der Quotient

to+ A - g(t "
w mittlere Anderungsrate der
GroBe g auf dem Zeitintervall [ty; t, + At].
Physikalische Bedeutung
Wenn die Grof3e eine Lange s ist, dann be-
deutet die mittlere Anderungsrate % des im
Zeitintervall [ty; t, + At] zurlickgelegten

Weges die durchschnittliche Geschwindigkeit

des Korpers auf diesem Zeitintervall.
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Ableitung - Tangentensteigung

Definition

Wenn eine Funktion f auf dem Intervall [a; b]
definiert ist und der Grenzwert des Differen-

f(xo +h) -
zenquotientenwf h-0

existiert, dann heifdt dieser Grenzwert Ablei-
tung von f an der Stelle x,.
Er wird mit f'(x,) bezeichnet.

f(xo+h) - f
Es gilt: f/(x) = fim 10
Man sagt: Die Funktion f ist an der Stelle x,
ableitbar (differenzierbar).
Geometrische Bedeutung

Wenn die Funktion f an der Stelle x, ableit-
bar ist, dann heif3t die Gerade t durch den
Punkt P(x, | f (xy)) mit der Steigung ' (x,)
Tangente an den Graphen G; im Punkt P.
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Beispiel

Gleichmagig beschleunigte Bewegung
Wenn ein Korper aus der Ruhe heraus mit

In der Abbildung ist x, = -1und h = 2 ge-
wahlt.

s
5
1+ Aoll)
|
————~ T
-3 p(-1]-3\ 2 X
pl|-5)
_’I__
Die Sekantensteigung hat daher den Wert
=1.541
4 2
m, =1
J
Mit a=3m2 .t =25, At =1s erhélt man:

der Beschleunigung a wahrend der Zeit t be- % = 3* (25 + % : 15)

schleunigt wird, so gilt fiir den in dieser Zeit As

zuriickgelegten Weg s:
s(t) = %a - t2
Fiir die mittlere Anderungsrate des Weges

auf dem Zeitintervall [ty; t, + At] folgt da-
raus:

%a - (to +At)2-%a o)

As _
At At

Tt 1A
§=a ty At+za At
At At

1

g_At-a~t0+i~At)
At At
As _ 1,
o oa-(ty+3-at)
Beispiel

Mit f(x) = %xz + X, X€R, erhilt man den

Differenzenquotienten:

fxo + h) — fxg) _ ( (Xo+h)2+(Xo+h)) ( x +x0)
h

=1 1
=3%Xtzh+1
Der Grenzwert des Differenzenquotienten
fir h— 0 existiert:

flxo + h) f(xo) 1 1
lim ————=lim +7h+1
Ay} s (2 Xo+3h +1)
lim flxo + h) f(xo) 1

h—0 T2

X +1

Daher gilt fur die Ableitung an der Stelle x,:

(%) = 3% + 1

_75_

A s®)inm

tlnS
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Die Durchschnittsgeschwindigkeit wahrend
der dritten Sekunde betragt 7,57

Mit x, = =1 ergibt sich die Tangentenstei-

1
gung m; = 3.

Die Tangentenfunktion t an der Stelle x, =
hat daher die Gleichung:

£00 = /(-1 (= () + (-3)
t) =5 (x+1) -2
t(x) = % <X —%

=

J
: ” J
Ableitung - Momentane Anderungsrate
Definition Beispiel
Wenn eine Grofe g auf dem Intervall [t;; t,] | GleichmaBig beschleunigte Bewegung Mit a = 32, ty =2s folgt die Momentan-
definiert ist und der Grenzwert des Differen- | 5o s(t) = % a- 2 folgt: geschwindigkeit:
A -
zenquotienten w fir At—0 As _ ja-(tg+ A2 -Ja-t2 v(2s)=6T
At At

existiert, dann heif3t dieser Grenzwert mo- | s ( A ) A s®)inm
mentane Anderungsrate der Gréfie g zum a=ar L

Zeitpunkt t,. Der Grenzwert des Differenzenquotienten | 20

Er wird mit g'(t,) bezeichnet. fir At— 0 existiert: 154
o As

Physikalische Bedeutung Jim & =a-t 101

Wenn die Grofe eine Lange s ist, dann be- Daher gilt fiir die momentane Anderungs- 5l

deutet die momentane Anderungsrate s'(t,) | rate des Weges zum Zeitpunkt t,:

zum Zeitpunkt t, die Momentangeschwin- s'(t)=a-t,
digkeit des Korpers zu diesem Zeitpunkt. vity)=a-t,
J
Ableitungsregeln

Lehrsitze Beispiele

Potenzregel f(x) =x3

Die Funktion f mit f(x) = x"und reQ, I

ist differenzierbar. f0o XO X

Es gilt: f'(x) = r - x™" fO)=x"=

Faktorregel f00 =x"

Die Funktion f mit f(x) = r - u(x) und f(x)=3-x2

reR, ist differenzierbar, wenn die f(x) = 1 x4

Funktion u differenzierbar ist. ~
f)=2=2-x"1

Es gilt: f'(x) = r- u’(x)

X
Summenregel fO) = 34x =3°x"
Die Funktion f mit f(x) = u(x) + v(x) ist f(x) =x*+3-x
differenzierbar, wenn die Funktionen u f(x) = Xa 4x2
und v differenzierbar sind. 1 .2
Es gilt: £/() = u'(x) + v'(x) f)=5-x+3-x+3
f0o =

XW\

9

1 Geben Sie jeweils die Funktionsgleichung der Ableitungsfunktion
f" an.

a) f(x) = 6x4 - 2x3
0 f00 =2 +x

e) f(x) = 2x +1)2

b) f(x) = 0,6x - 3x*
) f0=5-3

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %x3 - 2x2 lhr Graph sei G;.
a) Ermitteln Sie die Gleichung der Sekante durch P(-1lyp) und

(0]¢] |yQ).

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an G; im Punkt
R(11yg).

3 Zeichnen Sie zu den Funktionen f und g mit f(x) =% x3 - x bzw.
g(x) =% die Graphen G; bzw. G,. Beantworten Sie die Fragen mit-
hilfe der Graphen.

a) Wo schneidet der Graph der Ableitungsfunktion ' die x-Achse?

b) An welchen Stellen gibt es Tangenten an G; mit Steigungen klei-
ner als 2?

T0'T+XTT0-= (03 L6E-XL9-=(¥)3® § S80="5IB0=CNUP ST-=6GLU=6EA0Q S¢

=1+2- Cx!
—1+X 1+2-x

tins

12 3 4 5 6 7 89

00 = 352 Behold!

X) = 3x

F0)=1-x0=1 Don't use your
Fx)=0-x"=0 computer for

nothing important
because you can't
really trust it.

f’(x)=—’|-x‘2=—%
f(x)=3-2x"=6x
f'(x)=%-4x3=x3
fx)=2-(-N-x?=-2
FO) =5 (DX =-
f(x)=4x3+3

f'(x) =3x%-8x

f’(x)—f 5x4+f 2x1+0— x"+x
() =0+2-(-1)-x2 2’

XZ

Don't waste the
awesome power
of the machine on
trivial applica-
tions.

J

Bist du sicher?

©) In welchen Punkten des Graphen G, ist die Tangentensteigung
positiv?
d) In welchen Punkten des Graphen G gilt: g'(x) < -2?

4 Wenn ein Korper mit der Anfangsgeschwindigkeit 8% lotrecht
nach oben geworfen wird, dann hat er gemessen von seiner
Ausgangslage nach der Zeit t die Hohe h (t) erreicht, wobei gilt:
h®)=8%-t-53-

a) Wie hoch ist der Kérper nach 1,5s?

b) Wie groB ist die mittlere Anderungsrate der Héhe in der ersten
Sekunde?

c) Wie schnell ist der Kérper nach 1s?

d) Nach welcher Zeit hat der Korper den hochsten Punkt seiner
Bahn erreicht?

5 B Bestimmen Sie naherungsweise die Funktionsgleichung der
Tangente an den Graphen G; im Punkt P(-1,3 |yp), falls gilt:

a) £ = g2x - 7' b) £ = V& —x
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