10 Integration durch Substitution

Eine auf R definierte und differenzierbare

Funktion F ist eine Stammfunktion der Funk- F(x) = x3 F(x) = (2x +3)3
tion f, wenn F'=f gilt. f(x) =3x2- fx)=3@2x+3)2-
a) Ergdnzen Sie jeweils den Term von f so,

dass F eine Stammfunktion von f ist.

b) Es sei F(x)=(g())? und FOO = O+ F0O = 0 +1)2
f(x)=3-(g(x))2- I fx)=3x+1)2- fx)=3(x2+1)2-

Welcher Term ist stets fir [] zu wéhlen?

Die Grundlage der Produktintegration ist die Produktregel beim Ableiten. Entsprechend kann
man aus der Kettenregel ein Integrationsverfahren herleiten.

Es sei F eine Stammfunktion von f und g eine weitere differenzierbare Funktion. Kann man die
Verkettung H mit H(x) = F(g(x)) bilden, so gilt H'(x) = F(g(x))-g'(x) = f(g(x))-g'(x) nach der
Kettenregel. Folglich ist H eine Stammfunktion von h mit h(x) = f(g(x))-g’(x). Also gilt, wenn
man die Variable von f und F mit z bezeichnet:

b g®)
[H(00)- g dx = [F(g®)]” = F(g®) - F(g(@) = [FD]EY = [ f@)dz
a g@)

Diesen Zusammenhang kann man zur Bestimmung von Integralen nutzen.

Bei der Integration durch Substitution wendet man die folgende Integrationsformel an:

b gb)
[fg)-g 0 dx = [ f@)dz.
a g@

Bei der Integration durch Substitution wird die Integrationsformel von links nach rechts gelesen.
Falls die Funktion g umkehrbar ist, kann man auch vom rechts stehenden Integral ausgehen und
die Integrationsvariable z durch einen Funktionsterm g(x) in der neuen Variablen x ersetzen. Es

ergibt sich:
g@®

B
[f@dz-[ f(g(0)-gx)dx.
@ g

Bei diesem Verfahren scheint ein einfaches Integral durch ein komplexeres Integral ersetzt zu

werden. Das Beispiel 3 zeigt aber, dass es Integrale gibt, die sich bei geschickter Substitution
vereinfachen lassen.

Mit verdnderten Bezeichnungen erhalt man das folgende Integrationsverfahren:

Bei der Integration durch Substitution der Integrationsvariablen wendet man die folgende
Integrationsformel an:

b g(b)
Jfoodx = [ fg@)-g mdt.
a g@)

F(x) = (2x4+1)3
f()=3Q2x4+1)2-

F(x) = (2e% +x)3
f(x) =3Qe*+x)2-

substituere (lat.):
ersetzen
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Beachten Sie:

Sie missen die Grenzen
nicht ausrechnen, wenn
Sie die Substitution rtick-
géngig machen oder
wenn Sie eine Stamm-
funktion bestimmen wol-
len.

Ableiten bringt
Sicherheit.

Auf eine Substitution der
Integrationsvariablen, die
das gegebene Integral
vereinfacht, kommt man

durch Probieren und Intu-

ition. Im Beispiel 3 be-
nutzt man:

V1 - sin2(t) = cos(t).

Beispiel 1 Integration durch Substitution

2
. . 4x
Bestimmen Sie dex.

Losung:
Strategie:

Man versucht die ,innere Funktion g“ und die ,dufSere Funktion f* so zu wdéhlen, dass

a) die Ableitung g’ im Integranden als Faktor auftritt,

b) eine Stammfunktion F von f bekannt ist.

Substitution: g(x)=1+2x2 und f(2) = ‘/1—2

Ableitung: g'(x) = 4x

Umrechnung der Grenzen: Aus der Grenze 0 wird die Grenze g(0) =1;
aus der Grenze 2 wird die Grenze g(2) = 9.

Durchfiihrung der Integration:

2 2 9 9
4x _ 1. _ o - [y, = 9 -
0\/1+2x2 dx J);\/1+2><2 fixdx Jf(g(X)) g(X)dX !f(Z)dz Jﬁdz [Zﬁ]1 *

Bemerkung: Man kann in Beispiel 1 die Substitution g(x) =1+ 2x2 riickgdngig machen.

2
. . 9 2
Dies ergibt: (J)'\/T%(‘zdx =.= [2\/2]1 =[2v1+ 2)(2]0 =4
Auf diese Weise erhalt man eine Stammfunktion des Integranden: F mit F(x) = 2V1 + 2x2
4x

ist eine Stammfunktion von f mit f(x) = e
X

Beispiel 2 Bestimmungen einer Stammfunktion

Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f mit f(x) = m

b
Lésung: Man berechnet dex flr beliebige Zahlen a, b&€D; mithilfe einer Substitution.
a

Substitution: g(x)=1+x2 und f(z) = 1

3-
Ableitung: g'(x) = 2x ’
Umrechnung der Grenzen: Aus der Grenze a wird die Grenze g(a);

aus der Grenze b wird die Grenze g(b).
Durchfiihrung der Integration:

b b g(b)

X 21 1. 1Ay, 21
IZ(1+x2)3dx_4J(1+x2)3 2xdx =3 ] 792°3
a a g

Also ist F mit F(x) = 8(1%)(2)2 eine Stammfunktion von f mit f(x) =

-1 b

222

HONE 1
8@ 4[2(1 +x22

a
D, SR
2(1+x2)3°
Beispiel 3 Integration durch Substitution der Integrationsvariablen

1

2
. . 1
Bestimmen Sie dx.
!\/1 -x2

Ldsung:
Substitution: x =g(t) =sin(t)
Ableitung: g'(t) = cos(t)

Umrechnung der Grenzen: Aus sin(t) =0 folgt t,=0;

aus sin(t) =% folgt t2=%.
Durchfiihrung der Integration:
S : : .
= . = [—. = =[fle =1
J e Jq_ e cos0de = [y cos (J)"Idt [t]s = %.
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Aufgaben

1 Berechnen Sie das Integral mit der angegebenen Substitution.
2

4x _
a) deX; g(x) =1+ 2x2 b) I(4 3xz)de g(x)=4-3x2

4
1)) Jx2exs+1dx; g(x) = x3+1 d) fx-sin 3 dx; g(x) =x2
0 0

2 Bestlmmen Sie eine Stammfunktlon der Funktion f.
__X 3.
a) f(x) = Bx +1)2 b) f(x) = 5)4 o f(x) = ) d) f(x) = x3-In(x%)

3 Bestimmen Sie eine Stammfunktion und das Integral.

0 2 4
3 4 2.1
a) jex”)z b)_£ = dx 0 £2x+5dx d) 1jln(gx—g)dx
1
2 e? 2
ex 4 71 cOS (TX)
e) ,[’I+x2 f) £2+exdx g .e[x'ln(x)dx h)! snog 9%
3

4 Geben Sie verschiedene Funktionen u an, bei denen das Integral durch Substitution berech-
net werden kann.
b

b b
a) [0+ xP-u(dx  b) [e*2-u(dx 9 [sinbim0)-udx o j;_“%
b
f aj(u(x))2-4x3dx g) j 23(;)* h) ajeuw 0@ + 1) dx

Zum ,Forschen”
Man kénnte vermuten,
dass es auch ein Integra-
tionsverfahren gibt, das
10x sich aus der Quotienten-
b) J(xl + 2)3 regel ableiten lasst. Wie
kénnte man zeigen, dass
dieses Verfahren keine
neuen Integrationsmdg-
lichkeiten ergibt?

Zeit zu liberpriifen

5 Bestimmen Sie eine Stammfunktion und das Integral
2

2x
a) JXZ Y05 dx

6 Die folgenden Integrale lassen sich sowohl durch Integration mit Substitution als auch
durch Produktintegration bestimmen. Berechnen Sie jedes Integral auf zwei verschiedene Arten.

2e 15m bis n
a) J % In(x)dx b) J sin(x)-cos(x)dx  ¢) Jsinz(x)-cos Qdx  d) fsin(x)-cos3(x)

1 05m 0 0
7 Untersuchen Sie, ob das uneigentliche Integral existiert.

oo e o 1

X3 In() Al 1-2x

a) Jm X b) J @ 4 0 JXZ sin () dx d) de
8 Berechnen Sie das Integral mit der angegebenen Substitution.

In(2) 2
a) I per de t=e2x+3 b) J(iX:z;dx; t=x+2

1

= I
0 dx; t=4x-1 d) dx; t=1+2Vx

015\/2;7—“1 1+42Vx
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